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Baktera boleh menyebabkan
pelbagai jenis penyakit berbahaya
dan mengancam kehidupan kita
Bakteria menghasilkan toksin yang
boleh merosakkan makanan. Makanan
yang dicemari oleh bakteria akan
mengakibatkan keracunan makanan
dan boleh membawa maut jika tidak
dirawat dengan segera. Antara
penyakil yang menyerang manusia
akibat bakteria ialah tifoid, demam dan
pneumonia. Tahukah anda, rumus bagi
bilangan pertumbuhan bakleria, p
dengan populasi awal ialah 1 500
menggunakan rumus

_ 1+ 51
g EGD( 17 + 30
masa, dalam jam? Bolehkah anda
tentukan kadar pertumbuhan populasi
bakteria selepas 3 jam7 Masalah ini
boleh diselesaikan dengan konsep
pembezaan yang merupakan
sebahagian danpada kalkulus

] , dengan { ialah

TS Makiumat

Isaac Newton (1843-1727 TM) dan Goltfried
Von Leibniz (1646-1716 TM) merupakan
ahli matematik yang mula mempelopon
prinsip asas kalkulus yang terdiri daripada
pembezaan dan pengamiran,

Kalkulus berasal daripada perkataan
Latin yang bermaksud batu kecil yang
digunakan untuk menghitung dan
menyelesaikan suatu permasalahan
matematik pada zaman dahulu.

Untuk maklumat lanjut:

b Iy/2KF Srge
,,{g"/ Kepentingan Bab Ini

@ Sebuah LRT (Light Rapid Transit) yang
bergerak dengan kadar perubahan
sasaran terhadap masa menunjukkan
halaju seketika bagi LRT itu manakala
kadar perubahan halaju terhadap masa
menunjukkan pecutan seketika.

@ Konsep pembezaan digunakan untuk
menentukan peredaran darah dalam
arteri pada masa tertentu serta jangka
masa bagi penyakit tumor membesar
dan mengecil di datam badan manusia,

R Gad kunci TCF

® Had Limit

® Terbitan pertama First derivative

® Kecerunan tangen  Gradient of tangent
® Terbitan kedua Second denvalive

® Persamaan tangen Equation of tangent
® Persamaan normal  Equation of normal

® Titik pusingan Turming point

@ Kadar perubahan  Rale of change
® Penghampiran Approximation

@ Titik pegun Stationary point
® Titik lengkok balas  Point of inflection
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m Had dan Hubungannya dengan Pembezaan

Had merupakan konsep asas dalam opernsi pembezaan seperi
halaju, v suatu objek pada masa ¢ vang discbut sebagai halaju
seketika. Misalnya. semasa pemanduan, bacaan pada meter
Iaju kenderaan anda menunjukkan halaju 80 kmj.

Apakah vang dimaksudkan dengan bacaan halaju
80 kmj' pada meter laju iu? Bagaimanakah nilai 80 kmj™
ini diperoleh? Dengan kaedah had. kit boleh menentukan
nilai tersebut melalui nilai penghampiran.

@' Nilai had suatu fungsi apabila pemboleh ubah menghampiri sifar

Pertimbangkan jujukan |, .. dengan sebutan amnya, ¥

L1l
RN
T = % dengan keadaan n= 1.2, 3, .

Perhatikan graf bagi jujukan it seperti dalam mjah !
di sebelah, Apabila n semakin meningkat tanpa baias,
apakah vang akan tegadi kepada sebutan, T jujukan im?
Aduokah sebutannya semakin menghampiri sifar ietapi bukan
sifar? Bolehkah anda tentukan had bagi jujukan ini?

Ikuti penerokaan berikut untuk meneroka nilai had suatu
fungsi apabila pemboleh ubahnyva menghampiri sifar pula.

Akti""iti Penerokaan o Berkumpulan

b | =

Tujuan: Meneroka had suatu fungsi apabila pemboleh ubahnya menghampiri sifar
Langkalh: i
1. Pertimbangkan fungsi f{x) = :‘1""'. dengan domainnya ialah set semua nombor nyata, B
kecuali sifar.
2. Tentukan nilai bagi f{0). Adakah anda boleh memperoleh nilai tersebut? Jelaskan.
3. Salin dan lengkapkan jadual di bawah bagi fungsi f(x) = % ':_ i apabila x menghampiri

sifar dari arah kiri dan arah kanan. Seterusnya, lakarkan graf y = flx) dan tentukan nilai
bagi had %

(.\: =01 =001 | =0000 | =0.0000 | .. [ 00001 [ 0.001 0.01 1

S

4. Apakah yang anda boleh katakan tentang keputusan nilai f{0) yang diperoleh dalam
x4+ 3x
X

Lot L 211 )

KM

| S N—)

langkah 2 dengan nilai I'mdI yang diperoleh dalam langkah 37 Rincangkan,



Pembezaan

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan |, didapati bahawa nilai bagi f{0) tidak dapat ditentukan

kerana menghasilkan suatu bentuk tak tentu, iait % Oleh sebab had nidak dapat ditentukan

secara penggantian langsung, maka nilai bagi hnd x4 ‘h boleh ditentukan seperti yang

ditunjukkan dalam jadual dan rajah yang berikut.

[ x Six) ] ;msﬂu . .
o ) w
g;] DI I 2-:; ‘TI Dengan menggunakan
— . kalkulator grafik, lukis graf
—ﬂ.ml 2.9'}'? 6t wﬁ.mﬂlmiﬂ:h
, [Z00001 | 29999 |, i / — dan anggarkan nilai bagi
L) B e— .
0| =1 P—= |3 x had fx). Adakah fungsi
t ¥ 2 tertakrif di v = 07
[| 00001 | 3.0001 2 o 507 S
0001 30001 pada kewujudan had
0.01 3.01 .mbihxmmghmplrlsﬁ
0.1 il

Berdasarkan jadual dan rajah di atas, apabila nilai x semakin menghampin sifar sama ada
dari arah kiri atau kanan, nilai fix) menghampin 3. Jadi, apabila x mcnghumpiri sifar dari salah

satu arah, fungsi fix) = T+ 2% a7+ 3x menghampin 3. iaitu apabila v — 0, x4 3x 3t — 3, Nilai 3 disebut
sebagai had bagi =——— Fil X 4 "' 'h' apabila x menghampin sifar dan pcrnyalaﬂn ini boleh diringkaskan

dengan tatatanda:

£ 24+ 3x
PSS o hee

Secara amnya,
' Apabila ¥ menghampiri . dengan keadaan x # a,
had bagi f{x) ialah L dan ditulis sebagai Iﬁd fix)= L.

Cara-cara untuk menentukan had f(x), dengan ¢ € [ adalah seperti yang berikut:

T4

Femmukan nilad hod () dengan menggantikan nilai v = g secam langsung ke dalam Tungsi f(x). Jika,

Nilai had f{x) telah diperoleh, Tentukan had fix) dengan cara:
iaitu had fix) = fla). = Pemfaktoran
Sl = Memsionalkan penganghka atau

penyebut fungsi itu.




Tentukan nilai had bagi setiap fungsi yang berikut.

(a) had A (b) had £

-4 x+2 "'_"1‘:-1

Penyelesaian

{a) Gunakan penggantian secara langsung.
3-[x _ 3=y 4 N =0
Pﬂ x+2  4+2  4+2 6

i(b) Apabilax=1, had lt —-II adalah dalam bentuk tak tentu, %

Jadi, lakukan pemfaktoran dan hapuskan faktor sepunya

{c) had
=0

x4+ 1-=1

ST

Lakarkan graf bagl setiap

sebelum melakukan penggantian secara langsung. Mmmbﬁm
xi=1 {a) _.'1#]'“ 5 L
!]-a.dl x— i.'b]ﬁ:]l-.:+l
(x+ 1ix=1) Faktorkan pengangka dan Glaripeda gral; carl had bagl
shﬂd| x=1 hapuskan fakior sepunya mﬁ:ﬁrﬁl 3pabilla x
= had(x+ 1) Dengan menggunakan
=51 perisian geometri dinamik,
=]+1= [ngmn:hm langsung J lukis graf bagi setiap fungsi
=7 it Adakah perisian tersebut
ka
(c) Apabila melakukan penggantian langsung, bentuk tak tentu, &mﬁm; Jalaskan
% akan diperoleh. Jadi, rasionalkan pengangka bagi pecahan JaWapananda.
dengan mendarabkannya dengan konjugat, iaitu yx+ 1 + 1.
Jr+l=1
L S
=hnd( T+1_I)[5I+I+I 4—{Dwuhimn¢.nﬂﬂikﬂuuﬂﬂlfﬂﬂlp¢mnﬂkﬂ .]
57 % vx+l+ 1
(x+1)—
= had ———— «—{ (a-bfa+ by =a' -
=0 e+ 1 + 1} ]
= had—-—-—ﬂ—il{:: kun fakior sepunya
"'“'L{x+l+]]' i HPU)]
= had ——! 1)
=0 lx+1+1 fridak tenakdf
| apabila x=0
= .._| Penggantian langsung
JO+ 1410 } finy=Yerl-1
] &
B l + 1 + £ il
= l =1 ﬂ| 1 2
\ 2




Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada graf Jix)

.ﬂxlw
fir) = 2= ¢ 0. Berdasarkan graf, cari

() ﬂﬂ} (b) !l_a'q.ﬁ«t'!l ) Mﬂ-ﬂ

 Foin . [
(a) Didapati bahawa tiada titik di x = 0. Maka, f{0) tidak \+/

tertakrif di x =10,

(c) Apabila xr = 2 sama ada dari arh kin atau kanan, flx) = 3. Maka, hndz i) =3,
\

(b} Apabila x — 0 sama ada dan arah kin atau kanan, fix) — =1, Maka.h?r.!l_ﬂ.rj =-1,

2.1—ﬁi-l=

1. Cari had bagi setiap fungsi vang berikut apabila x —» 0.

: = r+4 i
@) ¥*+x-3 (by yx+1 fc] 7 {d) 5
2, Tentukan had bagi setiap fungsi yang berikut,
{a) had (3x=1) (b} had 10 — 2x (c) had X *X=6
4B P -1 X+3
-6 X=3x+2 = 2v+ 1
o) b= e g il
(g) had‘_;" (hy hag 332+ 3 (i) had —X*2
Ceer i3 x=13 T T
3. Cari nilai bagi sctiap had yang berikut,
b xl—dr+3 = Sxi 4G
{a) .l-mclia A Ldy (b) hﬂd 32t =5x=-3 (e} M x1=3x
(d) hod —-3%___ () had —X=4 P o e Lo 2 il
=03 Jr49 42 R x 7 x=7
4. Rajah di sebelah menunjukkan sehahagian daripada ;
gral fungsi v = fix). P
{a) Berdasarkan graf,
(i) can f0).
(i) tentukan sama ada ha:L Sixy wujud atau tidak.
Jelaskan.
(b} Seterusnya, cari
(i} had fx) ; »x
oy -10 3
(i) had f(x)



. Terbitan pertama suatu fungsi f{x) melalui pembezaan dengan
prinsip pertama x
Tangen kepada suatu lengkung di suatu titik ialah satu garis lurus
yang menyentuh lengkung pada titik itu. Dalam rajah di sebelah,
garis lurus AT dengan koordinat A dan T masing-masing ialah
(2, 4) dan (3, 8) ialah tangen kepada lengkung v = x° di titik A.

v
Kecerunan tangen AT = ————=—-—-=4

Bagaimanakah cara untuk mencari kecerunan tangen bagi
lengkung ¥ = x* di titik yang lain pula, misalnya B(3, 9)7

Kecerunan bagi suatu lengkung menggunakan graf adalah

sukar untuk ditentukan dan hasilnya tidak begitu tepat. Terdapat Kecerunian lengkung |
kaedah lain yang boleh digunakan untuk mencari kecerunan bagi juga dikenali sebagal i
suatu lengkung pada titik tertentu, iaitu dengan menggunakan kecerunan tangen. j

idea had seperti dalam penerokaan berikut. e

Aktiviti Penerokaan 9 Berkumpulan (L 87) Rl sresr iz

Tujuan: Meneroka fungsi kecerunan tangen dan kecerunan tangen kepada
lengkung y = x* pada titik B(3, 9) dengan menggunakan idea had

Langkah:

1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah.

2. Perhatikan graf y = x* dan garis lurus yang melalui titik B(3, 9) dan titik
C(4, 16) pada graf tersebut.

3. Nilai m = 7 mewakili kecerunan bagi garis lurus BC.

gebm.at = Thumgkk

4. Gerakkan titik C menghampiri titik B dan perhatikan perubahan pada nilai m.

5. Catatkan perubahan nilai m apabila titik C menghampiri titik B.

6. Katakan koordinat B(3, 9) ialah (x, y) dan keordinat C(4, 16} alah (x + dx, y + 8y), dengan
dx mewakili perubahan dalam nilai x dan & mewakili perubahan dalam nilai y. Salin dan
lengkapkan jadual berikut.

e & ™ ¥ = I:'
ox x+d8x | y+ by 8y 7o
1 4 16 7 Cix + du, y + dy)
0.3 35 12.25 325 :m.
0.05 34
0.005 A Dixwdry)

dy

7. Apabila dx menghampiri 0, apakah yang berlaku pada nilai E? Bandingkan keputusannya
dengan keputusan yang diperoleh dalam langkah 5.

Daripada Aktiviti Penerokaan 2, perhatikan bahawa Bix, v) dan Clx + v, v + dv) ialah dua titik
berhampiran pada lengkung v = 1%,

Ll o



Jadi,
is lurus BC = €D
Kecerunan garis lurus 8C = )
_y+d-y
T x4+ dv) -z
&.

dx
Apabila titik C menghampin titik # di sepanjang lengkung,
garis lurus BC berubah dan menjadi BC|. seterusnyn menjadi
BC,, iaitu nilai bagi & semakin kecil dan menghampiri sifar,
dr — 0. Apabila titik C berada di atas titik 8, garis lurus menjadi
tangen di titik 8. Oleh itu,

Kecerunan lengkung di 8 = Kecerunan tangen ET

= Nilai b
ilai bagi had L--u&r

Maka, bagi lengkung v = fix), fungsi kecerunan tangennya

pada sebarang titik boleh ditentukan dengan mencari dhn:i”%.
r =5 1y

hild L. disebut sebagai terbitan pertama bagi fungsi terhadap x

s G o
dan ditandakan dengan simbol -J—I'-

B g B g Tt @0
dx ~ &-0dr n de

mencari kecerunan tangen kepada swatu lengkung v = fix) pada
sebarang titik (x, fx)).

Fungsi kecerunan tangen ini boleh digunakan untuk

Misalnya, pertimbangkan semula lengkung v = fix) = x°.
dv = flx + de) - fix)
= (x + dr) = x?
= x% + 2ol dx) + (dx)? = x?

= 2uldiv) + () -

ay 2l dr) + (Sx) Bahagikan kedus-dua
—— belah persamaan

dengan dr

G il
=2x + 4

Maka,
ey

dx

E_"I'
ﬁ:nru'&:"
= had (2x + &)
dip = 8

=2x+0

*:-?- =2x - -—[ Fungsi kecerunan tangen ]

Pembezaan

¥
A Cly+ dn, v +dyv)

b 8, GALERI SEJARAN

Konsep had bagl suatu
fungsi mula diperkenalkan
secara eksplisit oleh Sir
Isaac Newton. Beliau
menyatakan bahawa had
ialah konsep asas dalam
kalkulus dan menjelaskan
konsep utama had ialah
“mendekati dengan lebih
dekat daripada sebarang
perbezaan yang diberikan®

?

« Simbol fv dibaca sebagai
“delta " yang mewaklil
tokokan kecil dalam x. g

- Simbol & dibaca sebagai |
“delta " yang mewakili
tokokan kecil datam y.

m Pintas

%huuan bermaksud dy

bahagi dengan v tetapl
%hhh simbol bagi had

Sudut Infor

e

-g}apabila =0

Lo



e
Jadi, kecerunan tangen kepada lengkung v = x* pada titik £(3, 9) ialah LA 2{3)= 6.
i

el

iy

Secara amnya, proses uniuk menentukan fungsi kecerunan —— atau terbitan pertama bagi suatu

dlx

fungsi ¥ = f{x) dengan menggunakan idea JEm:.i -31_-- seperti ini disebut sebagai pembezaan
—& 1

dengan prinsip pertama.

=

[ Corton €)

iy
ic) Diberi y = fix) = 3x*
8y = flx + dx) — flx)
= 3r+ &) -3}
= 3y + Ay + ) = 3
= 3x + dv)|a” + 2l dn) + ()] - 3
= 3t + 2e3(dx) + o 8e) + (80 + 280 + (o)’ - 3
= 3t + 3% 8x) + In(dx) + ()] - 3x?
= 3t + W o) + Yn(dv) + Iy - 3x'
= Q¥ fx) + Yl dv)® + 3 dx)’

L.d = Ox? + Ox(dx) + 3(Gx)?

A &
ay i
Maka, T-t = Ea_ﬂarﬁr
= ﬁd“mz + 9u(dv) + 3(dv))
= 9x? + 9x(0) + 3(0)*
= Qy?

y
dx

Cari ﬁ dengan menggunakan prinsip pertama bagi setiap fungsi v = fix) yang berikut.

(a) y=3x (b) y =327 (c) y=321
Penyelesaian
{a) Diberi y = fix) = 3x (b) Diberi y = f{x) = 327
dv = fix + &x) = flx) dv = fix + &x) = f(x)
= 3x + fx) = 3x = 3x + Ar)? = 3x
=3x + 3dr - 3x = 3|2 + 2nl ) + (dx)?| = 3a?
= 3dr = 3x? + 6 8v) + 38 — 3x?
Gy _a = 6x(8v) + ()’
dx dy _
— =ax+ 3dx
iy dy 8y
M, E = E!LEIHE dy &y
r _.gr'“d‘ 3 Maka, P ,;I,"ﬂ..ﬁ
i "
dy —3 = &hldlflufﬁ.-. + 3dx)
dx = 6x + 3(0)
£ = 6

m Pintar

Langkah-langkah untuk
menentukan % bagi
sebarang fungsi f{x) dengan

prinsip pertama.
1. Pertimbangkan dua titk

Alr, ¥idan Blx+ dx, v+ &)
pada lengkung.

2. Tentukan & dengan
&= flx-+ &) - fln.

3. Dapatkan nisbah %_—

&
4. Ambil had bagi =

apabila dv — 0.

7

j_);f

ET



dy
1. Can — dengan menggunakan prinsip pertama bagi setiap fungsi v = fix) vang berikut.

dv
(a) y=x (b) y=5x o) y=—dx (d) ¥ =6n?
(e) y=-x* N y=2¢ (gl y= l.r’ (h) v= % h
dy -
2, Diberi v = 2¢* = x + 7, cari —— dengan menggunakan prinsip periama.

el
A Dengan menggunakan prinsip pertama, cari fungsi kecerunan bagi lengkung v =3 + v — 1.

EaEtE
Latihan Formatif 21 ﬂmm %

1. Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada graf

fix)=x =dx+ 3. Jin
{a) Daripada graf, can setiap yang berikut. T
(i) hwa;I fix) {ii) hf'du fix) (iii) had fix) fixymat=dr+3

{iv) hﬂl:! Sfix) vl Ila:!1 Jix) {vi} hm:Lﬂxi
(b} Cari nilai-nilai yang mungkin bagi a jika ha:l fix)=8

(e} (i) Tentukan fungsi kecerunan tangen, hagl graf itu

.!.
dengan menggunakin pringip pertama.
(i) Seterusnya, tentukan kecerunan tangen pada utik (4, 3).

2. Cari nilai bagi setiap had yang berikut.

{a) had (x* - 6r + 9) (b) had ¥V — 202 (©) had s
Y i =1 M El
=g =2 2 =-x =T+ 10
s Gl O a2
A Tentukan niloi had bagi setiap fungsi yang berikut.
TR =k L 3
(a) had al+ -1 -2¢ (b) had d-yx+3 (c) hag X2=Sx+6
x LA S =32 [ra]
Xk - 4
4. (a) Diberi bahawa hE"'l_ P T cari nilai k,
(b) Jika had % = 2, cari nilai bagi h + k.
5, Bezakan fungsi berikut terhadap x dengan menggunakan prinsip pertama.
(@) y=5x-8§ (b y=x'-x (o) y=(x+ 1§ (d) y= ﬁ

6. Sesaran, s m, bagi seekor tupai yang berlar pada kabel lurus selepas ¢ sant diberi oleh
ﬂ srh = r* = 31, dengan keadaan ¢ = 0. Menggunakan prinsip pertama, can halaju tupai it
apabila r= 3.

L) oz



m Pembezaan Peringkat Pertama

& Rumus terbitan pertama bagi fungsi y = ax", dengan a ialah pemalar dan n
ialah integer

Perhatikan semula Contoh 3 pada halaman 36. f F . dy ]
Terbitan pertama bagi fungsi ¥ = 3x, v = 31% dan dx o
v = 3x¢' dengan prinsip pertama adalah mengikut v =3t 3 3(1x'-Y
pola seperti dalam jadual di sebelah. y= 312 o 32
Daripada pola yang diperoleh, bagi fungsi g = 1d 330
e A

¥ =ax", dengan a ialah pemalar dan » ialah integer,

kita boleh menerbitkan rumus terbitan pertama bagi m F'antar

fungsi itu secara induktif seperti yang berikut.

d_‘.r d Bagl ¥ = ax", r

4= s LEd ...y Ll =1 & = —‘r =

Jika y ﬂt‘,mﬂkﬁd: anx™ ! atau dr(a'” amx"-' | likar l'dr a
ﬁ"i‘

Tiga tatatanda yang boleh digunakan untuk menerangkan + Jkan=0,—==0

terbitan pertama suatu fungsi v = ax” adalah seperti yang berikut.

dy
ra-'r-disebut sebagai pembezaan y terhadap x,

#

- flx) dikenali sebagai fungsi kecerunan bagi lengkung

o Jika fix) = 3x%, maka f‘m =Gy ¥=[(x) kerana fungsi ini boleh digunakan untuk
=) mencari kecerunan lengkung pada sebarang titik.

= -

o L (3 = 6x Jika bezakan 3x* terhadap x, hasilnya ialah Gx.

&' Menentukan terbitan pertama bagi suatu fungsi algebra

Ikuti penerokaan berikut untuk melihat perbandingan antara graf fungsi flx) dengan graf fungsi
kecerunannya, f'(x) menggunakan perisian geometri dinamik Desmos,

Aktiviti Penerokaan o Berkumpulan [Nz T

Tujuan: Membandingkan graf fungsi f{x) dengan graf fungsi kecerunannya, f'{x)
Langkah: :
1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah. Bl Iwzl-qul-u

2. Perhatikan graf f(x) = x? yang terpapar pada satah.

3. Klik butang (a, f{a)) untuk melihat koordinat titik sentuh antara graf f{x) dengan
garis tangennya.

4. Kemudian, klik butang f'(x) = %U’I{xl] untuk melihat graf f'(x), iaitu graf fungsi kecerunan
bagi flx). Seterusnya, klik butang (a, f(a)) untuk melihat koordinat titik pada graf f'{x).

__Ll;_\,::h‘;] 8 221 gy 222




Pembezaan

5. Seret gelongsor a untuk mengubah titik sentuh antara lengkung f{x) dengan garis tangennya.

6. Bandingkan graf fungsi fix) dengan graf fungsi kecerunannya, f'(x). Apakah yang anda
boleh katakan tentang kedua-dua graf ini apabila nilai a berubah?

7. Salin dan lengkapkan jadual di bawah untuk mencari kecerunan lengkung y = x* pada
koordinat-x yang diberi, Kecerunan lengkung boleh diperoleh dengan melihat koordinat-y
pada titik di gral /(x),

( Koordinat-x -3 -2 -1 0 1 2 3 ]
B |

8. Dengan menggunakan rumus terbitan pertama yang telah dipelajari, tentukan fungsi f'(x).
Seterusnya, gantikan nilai-nilai koordinat-x daripada jadual di atas ke dalam fungsi [(x)
untuk menyemak dan mengesahkan kecerunan lengkung yang diperoleh dalam langkah 7.

9. Teruskan penerokaan anda dengan fungsi vang lain seperti fungsi kubik, seterusnya
bandingkan jenis serta bentuk graf fungsi itu dengan graf fungsi kecerunannya.

10. Buat satu kesimpulan berdasarkan hasil dapatan anda.

Hasil daripada Aktiviti Peperokaan 3, didapan bahawa;

® Perbandingan antara graf f{x) dengan graf fungsi kecerunannya, f{x) bagi tiga fungsi
polinomial dalam bentuk v = flx) = ax”, dengan a = | dan kuasa tertinggi polinomial, n=1,2
dan 3 dapat dirumuskan seperti berikut,

4 !

Graf y = fix) = x dan Graf y = fix) = x? dan Graf y = fix) = x* dan
y=flx)=1 y=fix)=2x y=flx) =3
'L ¥mfix) ¥=fix fi vu (1) ':'IL v {x)
ll\ y=flx)
[T x=0) Parabola
Garis? i1.1) Farabola i ;
Turus b Garis 0 '
lurus

& Langkah-langkah untuk menentukan kecerunan bagi lengkung f{x) pada suatu titik pula adalah
seperti berikut,

Cari fungsi kecerunan f1x) bagi fungsi fix) = ax®
terlebih dahulu dengan menggunakan rumus berikut:

[.Iikaﬂ.l:l = gx*, dengan a jalah pemalar ]

Gnnnkan I'Iili..'l-i x Iul: ;i;'llam
fungsi kecerunan i,

=P

dan m 1alah integer, maka f1x) = ame* ',

a2

-



Proses untuk menentukan fungsi kecerunan f{x) bagi suatu fungsi v = fix) disebut sebagai
pembezaan. Fungsi kecerunan juga dikenali sebagai terbitan pertama bagi suatu fungsi atau

fungsi terbitan atau pekali pembezaan y terhadap x.

i,
Bezakan setiap yang berikut terhadap x.
(@) —2 1 (b) v="1 (e) fix) = ==
3 5
il i
{a) —(u—x ) 6.1.'“ N () ¥ =gt (c) fix)= e
i -
=-2(6x9) =Ly & %*"‘
d( 2 2 3 3
H5e)=-4 & L) LA
dx ~ 512 3y
I e
ZL.T-E 43
i} YR
dy f) =-=5
de  10/x
\ S
~

=,

[ conon (©)
; 3 . e I

(a) Jika fix) = Tt". cari f'{=1) dan f{?)'

T = N Oy :
(b) Diberi bahawa v = 9 x , cari nilai I:. apabila x = 8.

Penyelesaian

Tapd

(@) fix) by y»= 'El-‘.,T

)= S -1 = 9.1.';
f(-r}—q_{ir‘ ) & o i")
= 3y E = 9(3'{
fE-U = 3(—']‘ e
. iy -3
1 Apabila x = 8, — = 3(8)
_f( ) 3( A @

T4

\ 9

ﬁ Sudut Informasi

Fungsi kecerunan bagi suatu
lengkung ialah suatu fungsi
manakala kecerunan bagi
suatu lengkung pada titik
tertentu pula ialah suatu
nilai berangka,

Misalnya, bagl lengkung
¥ =2u', fungsi kecerunannya
alah 2 = 2307 1) = 6x* dan
kecerunannya pada titik{1, 2)

dy
iﬂiﬂh E - ﬂ 1 F - ﬁ.

-

Terbitan bagi suatu fungsi yang melibatkan penambahan atau penolakan sebutan-sebutan algebra
pula boleh diperoleh dengan membezakan fungsi itu sebutan demi sebutan secara berasingan,

Jika fix) dan g(x) ialah suatu fungsi, maka

Ay fix) £ g0l =1 fi0) £ L))

[Leoh



Bezakan setiap vang berikut terhadap x.
(a) 5x* + %.1."' (b} .1.'[,..1: —9} ([4]

"r {‘.x’+ x} = A iy d 1’1‘} —[Bﬂﬂmmuﬁwmhunm]

=500 + 3{4;*
:-Ex{ﬁr‘-"“r }: 152* + 3x2

(2 + [ Mx =1}
e —r

(b) Katakan fix) = x(,x - 9)
-9

-

X =9lx'- ':'4—[Bmhumhpm”w1hmnmj

fix)

L]
e Ni".ﬂ "l,,_.

=

A

fi=35x -9

(©) Kamknn;-:gr_ﬂ;ﬁf-ﬂl
4 |
X
=2r=]=x"
%_i{zﬂ_i“} “'.[\- l}qrn[&ﬂnnmpmmmmhmmdnw:]
=20 = O = (- )
=2+
LIS WL
G dr x -

Latihan Kendiri (£

1. Cari terbitan pertama bagi setiap fungsi yang berikut terhadap x.

T

(@ $x° (b) ~2¢* (c) 25 d) & (e} —121x*
4x e
2, Bexkan setiap fungsi yang berikut terhadap v,
() 4 + 6= | tbjs,.r-ri {c) (9 -4z
4
3, Bezakan setiap fungsi vang berikut terhadap x.
(@) y=45- %) ;h]._v={_1.z+%]* @) ymSE=iNL=2)
] Jx
4. Cari nilai % pada setiap nilai x vang diberi.
(a) ,1.'=,1."—2.r.:r=% (h) v= Jr2-xx=9 (c) ¥y= J:_—':"t..r=2

L 222 Ll



@' Terbitan pertama fungsi gubahan

Untuk membezakan fungsi v = (2v + 3)%, kita kembangkan fungsi itu kepada y = 4x? + [2¢ + 9

terlebih dahulu sebelum membezakannya sebutan demi sebutan untuk memperoleh & =8y + 2.

v

Bagaimanakah pula jika kita ingin membezakan fungsi ¥ = (2x + 3)*? Ungkapan
(2x + 3) adalah sangat rumit untuk dikembangkan melainkan jika kita pertimbangkan suatu
fungsi sebagai gubahan bagi dua fungsi yvang mudah. Mari teroka kaedah tersebut.

Aktiviti Penerokaan o Individu

Tujuan: Meneroka kaedah yang berlainan untuk membezakan suatu fungsi dalam bentuk
y = {ax + b)", dengan keadaan a = 0

Langkah:
1. Pertimbangkan fungsi y = (2x + 3)%
2. Kembangkan ungkapan (2x + 3)* dan tmlukan a dcng:l.n membezakannya sebutan demi
sebutan secara berasingan.
3. Jiknu=2x+3,
(a) ungkapkan y sebagai fungsi bagi u,
du dy
(b) cari — 5 dan == )
dy  du
du " dx

4. Bandingkan kaedah yang digunakan dalam langkah 2 dan 3. Adakah jawapannya sama?
Kaedah manakah yang menjadi pilihan anda? Berikan sebab.

(c) tentukan dalam sebutan x dan ringkaskan jawapan anda.

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 4, didapati bahawa terdapat
pelbagai cara untuk membezakan suatu fungsi seperti v = (2x + 3)7.
Namun, kaedah seperti yang ditunjukkan dalam langkah 3 adalah
lebih mudah digunakan untuk memperoleh terbitan bagi suatu
ungkapan dalam bentuk (ax + b)*, dengan keadaan a = 0, yang
sukar untuk dikembangkan.

Akses QR

Pembuktian petua rantai
dengan menggunakan
idea had,
Bagi fungsi ¥ = fix) = (2v + 3)%
Katakan, n=hx)=2v+ 3
Jadi, y=glu) ="

Dalam hal ini, v sebagai fungsi bagi n dan « sebagai fungsi
bagi x. Jadi, kita katakan bahawa y = f{x) ialah fungsi gubahan

T Iy oW

bagi v = glu) dan u = hix).
) . N ﬁ_ Sudut Informasi
Untuk membezakan fungsi seperti ini. kita perkenalkan 1
satu kaedah mudah yang dikenali sebagai petua rantai, iain Ungkapan (2x + 3)* {
boleh dikembangkan i
dy _dy du dengan menggunakan i
P el i tearem Blnomial, i
fessEssasssassm s sessssnand

Lo o



Secara amnya, terhitan pertama bagi suatu fungsi gubahan adalah seperti berikut:

Jika v = giu) dan u = hix), maka pembezaan ¥ terhadap x diberi oleh

Fxr =gl = i)
i dv _dy  du
e, o w
(7) )
Bezakan setiap fungsi berikut terhadap .
e A | = am
(a) y=(3x* =-dn) (b} ¥ i+ 3y € y=,60+ 8
(@) Kmk:gu=1t’—4xd;?'.=u* (b) Kn!akanu‘-‘lx+1danv=ul=u-‘
Jadi, ml-ﬁ.t 4{hn~r-7u“ ijhdﬂ_zd ﬁ——S ,:_i
B:nsa:}‘?ctu;.ﬂl rantai. Dcng:m or, ramm
e e dy _dy L
= Tu*{Gr — 4) A du dx
= (32 = da)(6x — 4) 2, -1.121
= (42x - 28} 3n - dy) i
dy ~ ﬂ g e
e = 1403x - 2307 - dayt dr” (24 3
{c) Katakan u = 6ic* + S dan y = Ji=at ﬁ. Suduat Infnrmasi_
el L S B B
Jadl.-&-;- 12x d.'m—-—- 2 Sl = 5 Semumny?:yhag:_fungﬂ
Dengan petua rantai, x e e e
dy _ dy L du :rti;lllh Fung:!bnm 1, maka
dx - du dr Tt
=2 oer il
A et = -G,
iV o Rumus ini boleh digunakan
2 untuk mendapatkan
2/t + B pembezaan fungsi dalam
i) Ve Contoh 7 secara langsung.
o=
\ Ve J
Latihan Kendiri 2.4 _-_—-
1. Bezakan setiap ungkapan berikut terhadap x.
{a) (x + 4)° (b} (2¢ - 3) <) %(5 — 3z} (d)y (4a? - 57
(e {—;14- 2}" in %[5-1:;" () () =x = (h) (2% —dx + 1)

o Lo
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2. Berakan setiap ungkapan berikut terhadap x.
1

By —L - = E=
@) a3 ®) w7y © FGy & SEr—oF
(e} J2x—7 T {g) 35 +5 M F—x+
. Cari nilai bagi 'ET: pada setiap nilai x atau nilai v yang diberi berikut,
A A el | i | =
(a) y=(2x+ 5. x=1 by y= JS-2r.x 3 (c) ¥ 11__3._1- |

. Terbitan pertama bagi suatu fungsi yang melibatkan hasil darab dan hasil
bahagi ungkapan algebra

Aktiviti Penerokaan o Individy

Tujuan: Meneroka dua kaedah berlainan untuk membezakan suatu fungsi yang melibatkan
hasil darab dua ungkapan algebra
Langkah:
1. Pertimbangkan fungsi y = (x* + 1}x - 4)%
2. Kembangkan unghkapan (x* + 1){x - 4)* dan tentukan j’v dengan membezakan setiap
schutan secara berasingan,
3, Jika u=x*+ 1 dan v = {x - 4), cari
(a) ﬂ dan ﬂ.

{b) u— +* iﬂ dalam sebutan x.

de  ddx
4. Bandingkan dua kaedah yvang digunakan dalam langhkah 2 dan 3, Adakah jawapannya

sama? Kaedah manakah yang menjadi pilihan anda? Jelaskan.

Hasil daripada Aktivin Penerokaan 5, didapati bahawa terdapat
lebih daripada satu carn untuk membezakan suatu fungsi yang
melibatkan hasil darab dua ungkapan algebra seperti fungsi

p= (vt [ -4 N , bagi d k alpebr Pembuktian potua
.1' X ['I' mun gl L til'ls Hr.llll'l gc y‘.l.ll'lg m.;“daubdmgm

manggunakan idea had.

tidak boleh dikembangkan seperti (2% + 1), x — 4, petua hasil
darab sepenti dalam langkah 3 ialah kaedah vang sesuai dan
sering digunakan untuk melakukan pembezaan,

Secara amnya, rumus terbitan pertama bagi suatn fungsi e
yang melibatkan hasil darab dua ungkapan algebra, juga dikenali BiLh O VmG
sehagai petua hasil darab adalah seperti berikut;

Jika u dan v ialah suatu fungsi bagi x, maka
Plhtﬂ!'-

i dv N
V)= g v e
dx dx fiis l o Lm-}-:—x— j

Lash L 223 224 ]




Pembezaan

Aktiviti Penerokaan o Individu

Tujuan: Meneroka dua kaedah berlainan untuk membezakan suatu fungsi yang melibatkan
hasil bahagi dua ungkapan algebra

Langkah: Wb

%
1. Pertimbangkan fungsi y = ﬁ g

2. Tulis semula fungsi y = ” sebagai y = x{x - 1)~ dan tf.'nluLan - dcngan menggunakan

petua hasil darab,
3, Jika u = x dan v= (x - 1), cari
{a} du d.’l :.'l
du n‘v
(b} M dalam sebutan x.
e
4. Bandingkan kaedah yang digunakan dalam langkah 2 dan 3. Adakah anda memperoleh
jawapan yang sama?

5. Kemudian, nyatakan kaedah yang menjadi pilihan anda. Berikan sebab,

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 6, didapati bahawa selain @
daripada menggunakan petua hasil darab untuk membezakan suatu  © PERE‘"“HGAH
I'1|r|g:-'i 3ang melibatkan hasil bahagi dua ungkapan algebra seperli © Dengan menggunakan

, : idea had, buktikan petua
o TP kita boleh membezakannya secara langsung dengan : hacll bahag. :
menggunakan petua hasil bahagi seperti dalam langkah 3.
Secara amnya, petua hasil bahagi adalah seperti berikut: m&iﬂtﬁf
Jika i dan v falah fungsi bagi x dan v(x) # 0, maka i
D 0r % 7 ha d_r.
d fu } L dx ? %
dx v W

m ) ﬁ Sudut Informasi {

Bezakan setiap yang berikut terhadap x. N R—
a r— a ha Lf L
(@) (% + 1)(x - 3y (b) (3x+2),4x~ 1 mpsmlatt e
. beleh ditulis sepert]
Penyelesaian yang berikut.
(a) Diberi y = (x* + 1){x - 3)". 3 i{u.-}: w4 v
Jadi, u=x"+1
dan  v=(x-3)° [-] ot
Kita peroleh. di = 2x dengan Hdan v
masing-masing ialah
dan Jt = dfx - 3! d =) fungsi bagi .
=4x -3y

o Lo



=+ Dxedx=3"+(x=3r x2x
=d{x*+ 1)(x=3F + 2x(x -3
=2 = 3P12( + 1) + xlx = 3)]
— = 2Ar =33 =3+ 2)

iy
(b) Diberi y={(3x+ 2)ydx - 1.
Jadi, u=3x+2

e X
dan v= 4 -1 ={dx-1)
Kita peroleh, 44 = 3

N OWEEREINCANGANS

+ 1, Bezakan w1 - x')
¢ terhadap xdengan
menggunakan
dua kaedah yang
berbeza, Adakah anda
: memperoleh jawapan
T oyang sama?
+ 2. Diberiy=32c-1)",
: dy
carl = dengan
menggunakan

dv | 7 {a) petua rantai, ,
dv _ 1 3=1 d * (b} petua hasil darab.  :
d v oLy -1y a1 pe
al dey 2 it : d.l;'{ Sl Petua manakah yang
= % (4x — 1) 3(4) menjadi pilihan anda?
= 2
e =1
dy dv du Ak
[ QPP | YN es QR
Maka ey i ses ()
=(3x+2) % == 5 vdx—1 =3 Semak jawapan dalam
ydr—1 Contoh & dengan
- 208x+ 2) 4 3xﬁ menggunakan kalkulator
vde =1
C 23+ )+ Mdx-1)
e — |
dy _ 18x+ |
dr _"T" b s CHferubC
\ Jdr— 1 )
) ~
Diberi y =x,x + 3, cari
d’ "
(a) ungkapan bagi d_: (b} kecerunan tangen pada x =6
(a) Katakan k =xdanv=,/x+ 3. (b) Apabilax=6,
. dy d ] dy 36+ 2)
—_ 3 4 ] —_
Jadi, e "dr {‘I+"+"l+3E{” o 2613
=.r{;}+ﬁ.r+3 _ 24
2/x+3 T 6
_x+2(x+3) =4
i 2(x+3 Maka, kecerunan tangen pada x = 6
dy _3x+2) ialah 4.
\ dc  2/v+3 y,
o
ILs o



{a) D]beri_r:? 3.-::“{ L
(b} Diberi ¥ = —=——. mnjukkan bahawa %:ﬁ.
1""-\‘—I .:-h—”"'
& V1w (AT
(a) Katakan o= 2v+ | dan v = x* = 3. {h]E
Jodi, 94 = 2 dan 4 = 2y {J‘" F
dx v 1".!’—'—:
“'_“_,,E = x =l
Mﬁk d" dy dx = 4.‘__1
=
_{.I:—3H2j—{1f+|](1[! ={|,-4.I?—|H|,'45\'-— r-ll'
- (xr*=3) (dr—1)/dc =1
_ 2t =6 - {4k + 2%) = dx=T1=2x
(=3 fdxr—1){/ax = 1)
=—2.1.'3—2.x—ﬁ G 2y =1
(e =3y (dx = 1), 4 = 1)
dy -2e+x+3) dy _  2¢-1
L dv T (-3 R e T

zﬁ—r—

1. Cari % bagh setiap Ringsi besikut.
(@) v =45x 4+ 3) (b ¥ =2z + 1)

(e) v=x%1 - )
(dy y=x%/1 =257 () ¥ = (dx = IH2x + TP

N y=(x+5Px=-9y
2, Bezakan sctiap vang berikut terhadap v dengan menggunakan petua hasil darab.

(a) (1 —x¥)(6x + 1) (b) [+ 2 -1 (©) (' = 5)xt—2e + 8)
x x
3. Diberi f{x) =1, x— |, cari nilai bagi f{5).
4. Cari kecerunan tangen bagi lengkung y=x,x* + 9 dix=4.
5, Bezakan setiap vang berikut terhadap x.
3 3x R P+
(a) T (h) oS i<} P :d} =
v X X Ix* fdx+ 1
S i Jx=1 J J2rt 3 ® (37

6. Cari nilai pemalar r dengan keadann f‘f( 2r-3 )=

X+5
=

r
(x+ 58



Latinan Formatit ‘2 R LRLE

1. Bezakan setiap yang berikut techadap x.

@) 9x* =3 {m%-%+a () Sx+ax -7 ()L
X @ X Jr
2= AY B+ x 0 s oy o

fe) [x _T] if I (8) g —Tx+6 (W) x(2
2. Jika fix) = "Ir + m . cani nilai bagi £(8).
3. Diberi fin = 2,

b
(a) permudahkan f(r), (b) cari f{r). (c) cari nilni bagi f{%]

4. Diberd 5 = 3 + 5t = 7, cani :':," dan julat nilai t dengan keadnan d'"' adalah negatif.

5. I)ll:ul hca,gl fungsi ¥ = ax” + bx' + 3 pada titik (1, 4) ialah 7, cari nilai @ dan nilai b,

6. Cari koordinat titik pada fungsi v = x' — 3x* + 6 + 2 dengan keadaan I ialah 3,
7. Diberi Mungst ifx) = ko' — 40* — Sx, cari

() h'(x), dalam sebutan k, (b) nilai k jika h(1)=8
v S - :
8. Cani _:I._:. bagi setiap fungsi berikut,
N I = (10x -3 Py
(a) ¥ 4{ﬁ |] (b) y = 75(10x~3) O = =es
() y= [\’——} {ﬂ_ﬁ'=% f) y=/x*+60r+6
0 s

T . | by et iy —
9. likay= Ay 5 . car nilai bagi o apabila v =2,

d
dx hir—zf}- [%1Tzw

10. Can nilal bagi pemalar a dan pemalar & dengan keadaan ——

11. Bezakan setiap yang berikut terhadap x.

(a) d{2c = 17 (b) x'(3x + 1Y fch x/x+3 (d) {x + T(x - 57
1-/x 1 1 —2¢
e (fy ) ——————= (h) —=
; I+ /x | T x-1
12. Tunjukkan bahawa jika fix) = x, %% + 3 , maka f'(x) = M
Jai+ 3
13. Diberi v = '}:;T cari :— dan tentukan julat nilai x dengan keadaan semua nilai v dan dT:

oar x
“ adalah positf.

dy
= =, cari julat nilai x dengan keadaan v dan Y adalah negatif.




Pembezaan

m Pembezaan Peringkat Kedua

@«' Terbitan kedua bagi fungsi algebra
-

Pertimbangkan fungsi kubik v = fix) = 2" - 2e7 + v - 5. g

=fxy=3r"-dx+ 3

Pembezaan penngkal pertama

Lol
e

¥=flx)=x"-2r*+ Ix =35 I[

Perhatikan bahawa pembezaan suatu fungsi v = fix) terhadap x di atas menghasilkan suatu

fungsi x yang lain. Fungsi ;—: atau f{x) ini dikenali sebagai terbitan pertama bagi fungsi

¥ = fix) terhadap x. Bagaimana pula jika kita ingin membezakan j—\ atau fx) terhadap 27

Apabila fungsi %—- atau f(x) dibezakan terhadap x. kita peroleh :’f {jr) atau —LI" ol

Fungsi ini ditulis sebagai irz atau "(x) dan disebut sebagai terbitan kedua bagi fungsi

¥ = f{x) terhadap x. Secara amnya,

~

D

i d‘ d!_'r A Ty e 4
(a} Cari 75 dan T bagi fungsi y = x' + -
(b} Jika gix) = 2¢' + 3x° = Tx = 9, cari R'{%] dan g"(-1).
O T (b) g(x)=2c+3x3=-Tx-9
a y=Xth— ;
% A 2'x) = 6x° + 6x =7
CLi e 2" =12v+6
dy oy :
—= =37 - 8¢ Maka, g } |2(4)+6
dy e b =3+6
dx ax = 7
7y g =1y =12{-1) + 6
g =00+ 240! i
dy 24 =6
=hr + =
Pl
X r' )

L
o« Loy



@1; '\
Dibeni fungsi fix) = 2" + 2¢* + 3¢ + 4, cari nilai-nilai v dengan Kuiz Panfas
keadaan (x) = f"x).

Jika ¥ =5y - 3, canl
 Ponoiesnion o bt
Diber fix) = ¥ + 2¢° + 3x + 4. by 22
Jadi, f :.t};;-.'-:}ﬁ{;: 3 dan f"(x) = Gr + 4. Maluh{"" %?
I+ dr+3=6Hr+4 Jelaskan,
IV-x-1=0

(3 + IHx=1)=0
"='T atau x = |

Maka, nilai-nilai x ialah -% dan 1.
\_ o

Latihan Kendiri {2 L

1. ("un - r.l.:m hugu setiap fungsi berikut,

rf.
{a) ¥y= 1\'4-5.\'2+1|:'- 1 {h) _'|.'=--1..|"-% (c) _'I-'=(3I+2:Ik
2. Can f(x) dan "(x) bagi setiap fungsi berikut,
(a) fix) = -.I'F% Ih!lﬂ.r]='r:—':z {c) J’.[;].-l'-'_"'lj

; L ok dv
X Diberi y = & + 3x* = 9x 4+ 2, cari koordinat titik A yang mungkin dengan keadaan :-;? =10,

Seterusnya, cari nilai bagi -‘-i-dl titik A i,

53
Latihan Formatit ‘Gl R visyzroxosn
1
1. Jika &y - 2¢° = 3, wnjukkan bahawa w-{i_{ + t%l =y
2. Cari nilai f7T1) dan (1) bagi setiap fungsi berikut. 3
(a) filx) = 3x - 20" (b) i) = x3(5x - 3) (© flg =t

3, Jika fix) = yx* = 5, cari f13) dan f7(-3).
4. Jika a =" + 20 + 3t + 4, cari nilai-nilai r dengan keadaan = d" ";!‘:
5. Diberi fungsi g(x) = ha' — 4x? + Sx. Cani nilai b jika g(1) = 4.
6. Diber fix) =2 —x° — Br + 9, cari
{a) nilai-nilai x dengan keadaan fx) =0, (b} /"(x),
ich nilai x dengan keadaan f*(x) = 0, (d) julat nilai x untuk "(x) < 0.
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m Aplikasi Pembezaan

Selain aspek keselamatan, rofler coaster juga
dibina dengan mempertimbangkan kepuasan
maksimum pengguna, Setiap itk pada ek
reler coaster perlu diben perhatian untuk
mencapai matlamar i,

Apakah teknik yang boleh digunakan untuk
menentukan kecerunan bagi setiap titk pada trek
roller coaster itu?

@' Kecerunan tangen kepada satu lengkung pada titik-titik yang berlainan

Anda elah mempelajon bahawa kecerunan lenghkung pada suatu ntik ialah kecerunan wngen pada
fitik tersebut, Kecerunan tangen berbeza bagi setiap titik yang berlainan pada suatu lengkung.

d "

Pertimbangkan fungsi v = f{x) = x* dengan fungsi kecerunannya, d—: = [{x) = 2x. Fungsi
kecerunan v} digunakan untuk menentukan Kecerunan tangen mana-mand gans angen
kepada graf fungsi fix) di titik tenentu,

fixd
Misalnva, bagi fungsi fix) = x% 1
& Apabila v = -2, kecerunan tangen, f1-2) = 2{-2) = -4
& Apabila v = -1, kecerunan tangen, f{—1) = 2(-1) = -2 )
& Apabila x = 0, kecerunan tangen. f(0) = 201 = 0 fi-2i=—4
& Apabila v = |, kecerunan wmngen, f(1=2(1)=2
& Apabila x = 2, kecerunan tangen, f(2) = 2{2) = 4

Rajah di sebelah menunjukkan kecerunan tangen kepada
lengkung fix) = x* pada lima titik yang berlainan.

Secara amnya, jenis kecerunan tangen, fa) dan sifatnyva kepada suatu lengkung v = filx)
pada titik Pla, fia)) dapat dinngkaskan seperti vang berikut.

Kecerunan negatil Kecerunan sifar Kecerunan positil

apabila (o) < 0 apabila ['{a) =0 apahila (a) = 0

Giaris tangen condong ke kiri,
v u f{x}

Craris tangen menguiuk, Garis tangen condong ke

kanun.

vu fix) yufx

— )= [

) =0
P, Taky i i

== Plar, flah

M ra,_,l'iml__ o




13) D
Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada lengkung ¥
o= 1 £ e I 1
y= 20+ L dan titik-tigk A 3. 5). 81 3) dan 2. 43
yang terletak pada lengkung itu,
g 1
{a) (:an o .4]_2..1] {'[1-4%
(i) ungkapan bagi d—'t.

.\'kZ'IH-fT

Hil. 3
(i} kecerunan tangen bagi lengkung pada utik A, # dan C, &
(b) Untuk setiap titik A, B dan C, nyatakan keadaan kecerunan 0
tangennya pada lengkung itu.

(a) (i) _-,'=1r+$ (i) Kocemmnlangendiﬂ.[%,ﬁ]:Z-%
d...=2"'-+'i--r {E}
,&_-r__=2+(_2xz|} -

S G MEmmnlaﬂg:ﬂdiB[l,E}:I—%
dy _,_2 =0
dc " a . None 3

x Kecerunan tangen di C]:Z.-II]_I-?
=]i
4

(b) Pada titik A, kecerunan tangennyva ialah =14 (< (0, Jadi, kecerunannya adalah neganf
dengan gans tangen condong ke Kin.

Pada titik £, kecerunan tangennya ialah 0. ladi, kecerunannya adalah sifar dengan garis
tangen adalah mengufuk.

Pada tinik C, kecerunan tangennya ialah I% (= 0). Jadi, kecerunannya adalah positif

dengan garis mngen condong ke konan,
L /

Latihan Kendiri 20
I

1. Persamaan bagi suatu lengkung ialah v = 9 + = untuk x> 0.

(m) (1) Cari kecerunan tangen kepada lengkung itu di x = %dﬂn x=1.

(1) Untuk setiap koordinat-x itu, nyatakan keadaan kecerunan tangennya kepada
lengkung itu.
(b} Seterusnya, cari koordinat titik pada lengkung dengan keadaan gans angennya
adalah mengufuk.

2, Lengkung y = ax® + i:- mempunyai kecerunan —1<4 dan 7 masing-masing di x = —;'-dan r=Z

(a) Tentukan nilai a dan nilai b,
(b} Cari koordinat titik pada lengkung dengan keadaan kecerunan tangennya ialah sifar.

&) o
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Pembezaan

@' Persamaan tangen dan normal kepada satu lengkung pada suatu titik

Pertimbangkan titik PLv,. v ) dan titik R(x, ) yang terdetak pada
ganis lurus { dengan Kecerunan m seperti yang ditunjukkan dalam Kecerunan m

rajah di sebelah. Didapati bahawa kecerunan PR = :_::' = . Rz 1) &
X—-x
Jadi, rumus bagi persamaan garis lurus [ dengan kecerunan m g

dan melalui titk Px,, v ) boleh ditulis '«:bagal

=y -ml.x x)

¥

Rumus ini boleh digunakan untuk mencari persamaan tangen dan 7

persamaan normal kepada satu lengkung pada suatu titik tertentu. \
Dalam rajah di sebelah, garis { merupakan tangen kepada

lengkung v = fix) pada titik Ma, fla)). Kecerunan tangen bagi / \

ialah nilai bagi ‘:‘ di v = a, iaitu la). fla.fe))
Maka, persamaan bagi tangen jalah: N
0 Lo
¥y = fla) = fa)x - a)

Garis [, pula berserenjang dengan tangen [, dan discbut sebagai normal kepada lengkung
v = flx) pada titik Pla, f(a)). Jika kecerunan mngen _.I"l_ﬂ} wujud dan bukan sifar, kecerunan
bagi normal berdasarkan hubungan m m, = -1 jalah -

,H ¥
Maka, persamaan bagi normal ialah:

NN
¥ =R} ﬂmtx a)

Cari persamaan tangen dan normal kepada lengkung fix) = x* — 2¢* + 5 pada tiik P2, 5).
Diberi f{x) = ' = 2x* + 5, jadi f{x) = 3x? = 4x.

Apabila x=2,f(2) =3(2F -4{2)=12-8=4 A flima -2 5
Kecerunan tangen pada titik P(2, 5) ialah 4.
Persamaan tangen ialah vy = 5 = 4{x - 2)

¥y=5=4x-8
=4x-3

Kecerunan normal pada titik P(2. 5) ialah ~ :"..

Persamaan normal ialah v - 5 = —%l{.‘t -2

dy-20=-x42
L dy+x=22 y

o L




Latihan Kendiri 2

1.

Cari persamaan tangen dan normal kepada lengkung pada titik yang diberi berikut.
(a) fix) =5 = Tx = | pada titik (1,=3) (b} fixh = &' = 5x + 6 pada titik (2. 4)
(©) fix) = 2x+ | pada titik (4.3) (d) fo) = -1 pada itk (3, 2)
. Cari persamaan tangen dan normal kepada lengkung pada nilai v yang diberi berikut.
@) y=2x"-dz+3,x=1| [h]}'=‘?—L_,.r=4 ) y=Jx+ 1, x=3
y b
() y= o x =2 (@ y=2+L x=-l M) y=5*d o3
A ol B 3 X = x#+1

. Satu tangen dan normal dilukis pada lengkung ¥ = 3, 1 = 2x di x =-4. Can

(a) nilai % dix=-4, (b) persamaan tangen, (¢) persamaan normal,

. () Tangen kepada lengkung v = (x — 2 pada titik (3. 1) melalui @itk (&, 7). Cari nilai k.

() Normal kepada lengkung vy =Ty = % dix= 1 menyilang paksi-x di titik A. Cari koordinat A.

&r‘ Menyelesaikan masalah yang melibatkan tangen dan normal

Rajah 2.1(a) menunjukkan sebuah loyang berbentuk bulatan dengan satu danipada sukuannya,
iaite ACHE telah dipotong. Sehiji bola dipuarkan di dalam lovang i dan bola berpusing
mengikut lilitan lovang yvang berbentuk bulatan.

I
Hajah 2.1ia) Rajah 2.1{h) Rajah 2.1ic)
Apakah yang akan berlaku kepada gerakan bola itu apabila sukean loyvang AGE yang

dipotong dikeluarkan daripada lovang seperti yvang ditunjukkan dalam Rajah 2.10b)7 Adakah
gerakin bola itu akan mengikut gans wngen kepada lilitan lovang di itk A7

[ contoh (B EF e )

Rajah di sebelah menunjukkan sebatang jalan raya vang
bodeh diwakili oleh lengkung v = %.r‘ = 2¢ + 2. Kumar
memnandu keretanya di jalan rava itu, Oleh kerana hujan,

Jalan tersebut menjadi licin dan menyebabkan Kumar
tersasar di titik A lalu mengikut laluan AR vang merupakan
garis tangen v = 2t = ¢ kepada jalan raya itu. Cari

(2t} koordinat A, (b} nilai pemalar ¢.

1-.,1J*—21+2

Lehy L 202 X203 )
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