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W Apakah yang akan dipelajari?

« Pengamiran sebagai Songsangan Pembezaan =
w Kamiran Tak Tentu --
w Kamiran Tentu

w Aplikasi Pengamiran

Pemahkah anda melihat bangunan :
yang bercirkan teknologi binaan :

mesra alam? Penggunaan kaca i
pada dinding sesebuah bangunan
dapat memaksimumkan tenaga
cahaya bagi mengurangkan
penggunaan tenaga elekink
Tahukah anda bahawa pengetahuan
mengenai pengamiran adalah
penting dalam menganalisis strukiur
bangunan? Seorang jurutera periu

Senarai :
Standand mengaplikasikan pengetahuan
Pembelajaran tersebul semasa mereka benluk

struktur suatu bangunan. Hal ini
adalah unfuk memastikan bangunan
itu teguh dan mempunyal daya tahan
terhadap fiupan angin kencang dan
juga getaran gempa bumi pada

o tahap lertentu.
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Bonaventura Cavalieri mernupakan seorang ahli matamatik 1kl
yang terawal dalam memperkenalkan konsep pengamiran. Teori
beliau dalam konsep tidak lerbahagikan (indivisibles) diguna
pakai untuk mencar luas di bawah suatu lengkung

Pada tahun 1656, John Wallis dari England pula
telah memaniapkan asas pengamiran sedia ada dengan
memperkenalkan konsep had secara rasmi.

Untuk maklumat lanjut.

it /350 TkExX

@ Kepentingan Bab Ini

@ Dalam kejuruteraan hidrologi, jurutera menggunakan
pengamiran untuk menentukan isi padu dalam suatu
sistern hidrologl berdasarkan luas di bawah suatu lengkung
dengan masa

@ Dalam kejuruteraan awam, jurutera menggunakan
pengamiran untuk mengira pusat jisim bagi suatu bentuk
yang tidak sekata

® Kriteria Kecederaan Kepala (HIC) yang mengaplikasikan
pengamiran digunakan bagl menentukan nilai risiko
kecederaan kepala dalam suatu perianggaran.

(G Kunci (03

® Pembezaan Differentiation

® Pengamiran Integration

® Fungsi kecerunan Gradient function

® Persamaan lengkung Equation of curnve

® Kamiran tak tentu Inclafinite integral

& Famiran tentu Definite integral

® Pengamiran metalul penggantian  (nfegration by substifution
® Rantau Region

® [si padu kisaran Violume of revolulion




m Pengamiran sebagai Songsangan Pembezaan

Gambar di sebelah menunjukkan sebuah tangki air yang dipasang.
di sebuah kilang. Kadar air vang mengalir keluar dan tangki

tersebut boleh diwakili oleh ‘:‘TT = 51+ 2, dengan keadaan V ialah

isi padu air, dalam m?®, dan ¢ ialah masa, dalam jam. Air di dalam
tangki tersebut akan habis digunakan dalam masa 5 jam.

Dengan berpandukan kadar air yvang mengalir keluar dari
tangki tersebut, bagaimanakah anda boleh menentukan isi padu
air dalam tangki itu pada suatu masa tertentu?

@*‘ Perkaitan antara pembezaan dengan pengamiran

Anda telah mempelajari kaedah untuk mencan pembezann bag

suatu fungsi v = fix). Pertimbangkan Tungsi v = 3% + 40 + 5§, « Jika v = ax®, maka
maka kita peroleh ﬂ =6+ 4. E--.-w.m:' L
ddx ey
Pengamiran ialah suatu proses yang hampir sama dengan 5 J,hl\.-mm‘i’,u.
pembeizaan tetapi proses ini diwakilkan dengan tatatanda I .. dfx. ":],

« Jika v =ar, maka —=a.
y=ar,maka=-=a

Apakah hubungan amara pembezaan dengon pengamiran? Mari
teroka dengan lebih lanjut lagi.

Aktiviti Penerokaan Berpasangan (PE)

Tujuan: Mengenal pasti hubungan antara pembezaan dengan pengamiran
Langkah:
1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah,
2. Klik butang fungsi dan perhatikan graf yang terbentuk,
3. Bersama-sama pasangan anda, bincangkan:
{a) hubungan antara graf fungsi f{x}, f{x) dan g{x),
(b) hubungan antara graf fungsi hix), h'{x) dan &(x),
() hubungan antara graf fungsi m(x), m{x) dan r(x).

4. Kemudian, bentangkan hasil dapatan anda di hadapan kelas,
5. Ahli daripada pasangan yang lain akan bertanyakan soalan kepada anda.

Hasil daripada Aktivifi Penerokaan 1, didapati bahawa;
= Grafl fungsi glx) = f_ll’"{x] dx adalah sama dengan gral fungsi fix).
+ Giraf fungsi kix) = Ih'{x} dlr adalah sama dengan graf fungsi fiix).
+ Graf fungsi n{x) = Im'{.ﬂ elv adalah sama dengan graf fungsi mix).
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Pengaminn

Oleh itu, dapat disimpulkan bahawa pengamiran ialah suatu B '

proses songsangan bagi pembezaan, Fungsi f{x), hilx) dan mlx) #[EHI SEIARAH
masing-masing dikenali sebagai anti terbitan bagi fungsi gix).
k(x) dan nix).

#Pmm
/’. Ly =110 g '\
L »'

Gottfried WilhelmLeibniz
k Pengamiran d merupakan seorang ahli
J-f{l'] dr = fix) matematik Jerman yang
=y

memperkenalkan simbaol
kamiran, jaitu [, Beliau
. mengadaptasikan simbol
Secara amnya, P e
= : e atau s panjang.
Jika E;mﬂl = f'{x), maka kamiran bagi f(x) terhadap x
ialah [£(x) dx = fx).
[ cortor €) )
Diberi -4 (4v*) = 8x. cari [Br dx. Kuiz pantas b
- . Berikan tiga contoh dalam
oot boleh menunjukkan
Pembezaan bagi 4x° ialah H.v_c. Ny, - Siakawil pisciasmirari
Secara songsangan, pengamiran bagi 8x ialah 4x?. adalah songsangan
Oleh itu, [8x dx = 4x™. ol pembecstty
|8

[ concr € -
Penghasilan arang batu di sebuah kawasan perlombongan

diberi oleh K= 48 000r — 100+°, dengan keadaan K ialah &

Jisim arang batu yang dihasilkan, dalam tan, dan ¢ ialah
masa. dalam tahun.

{a) Cari kadar penghasilan arang batu, %‘f—. dalam
sebutan 1.

(b) Jika kadar penghasilan arang batu berubah kepada
‘:% = 96 000 - 6000 %, hitung jisim arang batu yang

dihasilkan, dalam tan, pada tahun ke-4.

o Lo



(a) Diberi K = 48 000¢ — 100¢,

M.ulm,% = 48 000 — 30012,
(b) Diberi % = 96 000 - 600¢

= 2(48 000 = 300¢)
Secara songsangan, pengamiran bagi 48 000 — 300¢* ialah 48 0007 — 1001,
Oleh i, | 2(48 000 = 300¢%) dr = 248 000r = 100
= 96 000y = 2004

Maka, jisim arang batu yang dihasilkan pada tahun ke-4 = 96 00 4) — 20004)

L = 371 200 tan )

1. Diberi ;—iiir’ + 4x) = 15¢% + 4, cani I{IS.&.-I + 4) dx,

2. Diberi <4 (8¢%) = 244, cari j' 24x? dv.
x

3. Penggunaan air di sebuah pusatl beli-belah A boleh diwakili oleh fungsi J = 100" + 3017,
dengan keadann J ialah isi padu air yang digunakan, dalam liter, dan r inlah masa,
dalam hari.
() Cari kadar penggunaan air bagi pusat beli-belah A, dalam sebutan r,

(b} Jika kadar penggunaan air bagi pusat beli-belah A berubah kepada % = | S00¢% + 300v,
carni isi padu air, dalam liter, yvang digunakan pada han kedua.

Latihan Formatit ‘(& Raiz LI

1. Diberi v= 32 + 2), can % Seterusnya, carn IIIE(ZJL‘+ 27| dx.
: Sx+2 - o -
2. Diberi /() = 32 cari f'0x) dan [ dx.

3. Diberi y = 5(x + 2) dan )4 Mix + 2V, cari nilai i + k. Seterusnya, cari nilai bagi
L[y o
10 !{?J'.T} dv dengan keadaan x = 2.
4. Diberi fix) = 3x(2v + 1) dan J.{'Ilu." + 8x + 1) dv = af(x), can nilai a.

5. Fungsi keuntungan harian daripada jualan tiket bas bagi sebuah syarikat K diberi oleh
A= 1000 + 50¢*, dengan keadaan A ialah keuntungan yang diperoleh, dalam RM, dan
¢ inlah masa, dalam hari.

(a) Kira kadar keuntungan juslan tiket bas vang diperoleh syarikat i selepas 5 hari.

(b} Diberi kadar keuntungan jualan tiket bas bagi sebuah syarikat H ialah % = (¥ + 40y,

syarikat manakah yang memperoleh keuntungan paling tinggi pada hari ke-107
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Pengaminn

m Kamiran Tak Tentu

Gambar di sebelah menunjukkan ahli Kelab Dokior Muda gy > ' s
sebuah sekolah yang sedang mengukur tekanan darah rakannya, *\ ‘ b
Bagaimanakah cara untuk menentukan tekanan darah dalam aorta, J‘R‘ -+ " A

¢ saal selepas satu denyutan bagi seorang dewasa normal?

i
: ()
Dengan menggunakan kamiran tak tentu terhadap fungsi kadar— ~ b
tekanan darah, kita boleh menentukan tekanan darah seseorang. -
i o
' Rumus kamiran tak tentu

Aktiviti Penerokaan 9 Berpasangan (gl o4}

Tujuan: Menerbitkan rumus kamiran tak tentu secara induktif
Langkah:
1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah, bit /3553521
2. Lengkapkan jadual bagi Kes 1 secarabergilir-gilir dengan rakan sepasangan anda.

3. Berdasarkan jadual tersebut, terbitkan rumus kamiran tak tentu secara induktif.

4. Ulang langkah 2 dan 3 bagi Kes 2,

5. Pamerkan hasil kerja anda dan rakan sepasangan anda di dalam kelas.

6. Anda dan rakan sepasangan akan bergerak untuk melihat hasil kerja pasangan lain.

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 2, didapati bahawa:
& Bagi suatu pemalar a, m Ei[l_[_g_l;

Langkah-langkah untuk
mencari kamiran o
terhadap x, dengan
keadaan a ialah pemalar, n
lalah integer dann =-1:

Jn dx = ax + ¢, dengan keadaan a dan ¢ ialah pemalar,

© Bagi suatu fungsi ax®,

1. Tambahkan indeks bagi
P ) . xdengan 1.
Ia.r dr= e + ¢, dengan keadaan a dan ¢ ialah 2 Eakalia ssbuan
pemalar, i ialah integer dan n = -1. dengan Indeks baharu.

3. Tambahkan pemalar ¢
dengan hasil kamiran.

1
+ ¢ dikenali sebagai

Secara amnya, fungsi ax + ¢ dan {:t+il
kamiran tak tentu masing-masing bagi pemalar a terhadap x dan
fungsi ax" terhadap x.

Perhatikan setiap kes yang berikut.

ket O KEIEEEN Kes 3TN

5 . )
¥=5x, %="rdml y=35xc+2, %-jdan yv=5r-3, %zidun
[5 dv = 5x [5dv=5x+2 [5dv=35c-3

a» L



Daripada ketiga-tiga kes tersebut, didapati bahawa nilai :;i—: bagi setiap kes adalah sama, tetapi

sebutan pemalar dalam hasil kamiran tak tentu adalah berbeza. Pemalar ini dikenali sebagai
pemalar pengamiran dan biasanya diwakili dengan simbol ¢, Pemalar ¢ akan ditambah sebagai
sebahagian daripada kamiran tak tentu bagi suatu fungsi. Misalnya, IE dx =5x + ¢,

&r' Kamiran tak tentu bagi suatu fungsi algebra

Rumus kamiran tak tentu akan digunakan untuk mencari kamiran tak tentu bagi suatu pemalar
atau fungsi algebra.

Kamirkan setiap yang berikut terhadap x.
(a) 12 {b}-%- (c) =05
= - 1 - . - S
(a) IIE dy=12x+ ¢ (b} .I‘E r.*.t'—i.t'+r; (ch j—ﬂ.ﬁ iy =—-05x + ¢
\ .
[ corien @) ) QDL
Cari kamiran tak tentu bagi setiap vang berikut. l ax*dy=a |x"dx J
(a) [x? dx (b) J'-%- dx
9
i 2 ; Kulz bantas ~*
(a) I.t'" dr = = ] + (b) I—: dx=2 I-f'“ dx Carl kamiran bagi setiap
Tl:‘ & _oaf x! ) yang berikut.
e =25 )+ @ [ds
==2r'4+r¢ () J-ﬂdl.'l.'
='"%+ & (3] J'-Irldr
\ J )

Dalam bab pembezaan, anda elah mempelajan kaedah untuk

= -
mencari pembezaan bagi suatu fungsi yang berbentuk seperti [rﬂ'. Sudut Informasi

Mx) = 3x* + 5x, dengan keadaan f{x) = 3x* dan g(x) = 5x. J’Lﬁﬂ + gl dv
Kaedah yang serupa boleh digunakan untuk mencari =‘[f1,rl d.‘rtj.g{ﬂdr

kamiran bagi suatu fungsi yang melibatkan penambahan atau juga dikenali sebagai

penolakan sebutan-sebutan algebra. petua penambahan

atau penclakan.
Jika fix) dan g(x) ialah suatu fungsi, maka St

flﬁ;] + glx)] dv = j'f(x} drtj'g{x} o

%% g 321 g 322



Cari kamiran bagi setiap vang berikut.

@ [(3x +2) d (0 [(x =200+ 6) v © [x(3+ ) dx
(@) [(3x? +2) dx ) [(x—2)(x + 6) de
= [3xdr+ [24x = [0+ dx-12) ax
=':i:{f'i+2f+t' —J.r‘d.\‘+J.-hdwa‘I2d1'
=+ 2vr+ ¢ 4.1(

- 12v+c

3
%4-11" 12¢ + ¢

afyy D) ae e (G L
© [(3 + 35 ds= (36 + ) av OWJEERBINCANGAN
= .”3"" 2 IJ‘] dx { Kamiran bagi suatu

= Efungdyangmeﬂbaﬂ:m
J'JJ‘II-E‘*J."J"“ : penambahan dan penotakan :
T xt ¢ sebutan-sebutan algebea ¢

T T * boleh diwakilkan dengan
— A ¢ satu pemalar pengamiran
o 231 : sahaja. lelaskan.
LT B )

1. Cari kamiran tak tentu bagi setiap yang berikut.

5 L8

(@ [2dx (b) [2 e (© [-2 dx () 3 dx
2, Kamirkan setiap yang berikut terhadap x.

() 3x? (b) -f (€) —x id) -?25

© 3 0 3x (® 2 (h) —L_]‘

; y 'x

3. Kamirkan setiap yang berikut terhadap x.

(a) 2¢ + 3 (b) 4x* + 5x © Fx'+56-2 () F+de-2
4. Carj kamiran tak tentu bagi setiap yang berikut,

(a) I{.r + 2Hx =) dv (h} I.t’fl\" + 5 alx {c) I{S.‘r’ - L';] v

(@) [(5x -3y dx (@ [(3=35) ax 0 [(x+ 3 de

L322 e gy
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, Kamiran tak tentu bagi fungsi berbentuk (ax + b)", dengan keadaan a dan

b ialah pemalar, n ialah integer dan n # -1

Anda telah mempelajari cara untuk mencari kamiran tak tentu bagi fungsi v = 2v + |,
Bagaimanakah pula cara untuk mencari kamiran bagi fungsi v = (2xv + 1)*?

Ungkapan (2v + 1) adalah sangat rumit untuk dikembangkan. Jadi, fungsi seperti ini

boleh diselesaikan dengan menggunakan kaedah penggantian,

Pertimbangkan fungsi v = I{m + by dr, dengan keadaan a dan b ialah pemalar, n ialah

integer dan n # —1, maka . {ax + b).

dy
Katakan, w=av+5b
- el
Jadi, 21 =
i T a
dan ﬁi ="
dx

Dengan menggunakan petua rantai,

. a4y d
du  dy du
dy . 1

= dr * i
i

()

ely du .
Gantikan — = " d = a, kit leh
antikan = = dan £ = a, kita perole

ﬁ =" = 1
e I
]
y= I”— i
il

j{u.r + b)Y dx = I% il

0 B
= J-n du
2 L :;II & |
@ ln+].
Gantikan n = ax + b, kita peroleh

PR (17 )
J- {ax + b)) dy = SR
Maka,
|
f(ax + by de= % + ¢, dengan keadaan

| « dan b jalah pemalar, n ialah integer dan n = -1,

Lo

i‘ Imbas Kembali

Bagi suatu fungsi
v = glu) dan u = hilx),
iy th' d'nr

dc du d.r

{77 Sudut Informasi

Ungkapan (iax + b)" dapat
dikembangkan dengan 1
menggunakan teorem
Binomial. Rumus am teorem
Binomial bagi ungkapan
(ezx + b)" falah

.E [C faxy-'{bY] dengan
keadaan k dan n ialah

integer serta o dan b
ialah peralar,

FEREIHEAHGAN

: Menggunai:an FLITILS

: di sebelah, bolehkah anda
: mencari kamiran bagi
: [3e 439 de?
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1. Cari kamiran tok tentu bagi setiap yang berikut dengan menggunakan koedah penggantian,
(b) [(3e - 51 e

12
(@ | e

Y

(@ [(3x+5)* dr

() Katakan w=3r+5
Jadi, 4 = 3
e

_du
t-‘.\‘-3

I{3.=.'+ sy*dr:j%du
488)-.
_ G+ 5y

8

*+C

\

Dengan menggunakan kaedah penggantian, can kamiran tak tentu bagi setinp yang berikut,

) [(55+2 dx

() Katakan w=5¢+ 2

Jadi.%zj

_du
o
I.5x+2 d&'=j%dﬂ

=I‘IT';"“I“

=2
15

2 1
E:S.r + 2+

1
W+

—

(7)
Kamirkan setiap yang berikut terhadap x.
(a) (2 = 3x)!

3

(b} Br-37

@ -3 e
@ [@-39'dr=2r 4 e ) [ 3 o= [350- 3yt e
2= 30 RECTEE
sy 5(-3)
3
\ B LTET

{a) I{.‘r — 3P

@ |

2. Kamirkan setiap vang berikut terhadap x.
{a) (4v + 3y
@ m; 2y

3y
IIT} 3 dr

) —3
(6x - 3)°

ie

(b) 2(3x-2)

(© [45x-2)° de

2
0 f T

{c) (5x—11p
12
0 5isr




&' Persamaan lengkung daripada fungsi kecerunan

Milai pemalar pengamiran, ¢ boleh ditentukan dengan menggantikan nilai x dan v yang sepadan
ke dalam hasil pengamiran suatu fungsi kecerunan.

@

Tentukan nilai pemalar pengamiran, ¢ bagi % = 4x* + 6u® = 3 dengan v = 25 apabila x = 2,

! -
.J

Penyelesaian

ELI

H PR SR r lpus) ﬁPahHEI x=2dan y= 25,
D:benE—éh + Ox = 3, 25=2+ 227 =D + ¢
Jadi._-.~=Jl{4t-‘+6.r"~—3}dx ¢=-1
y= 4_1‘1 & ﬁTl“ s Maka&:ilai pemalar pengamiran, ¢
ye=x'+20 —3r+c bagi E = 4x' + 6* = 3 ialah -1.
~ _J

Fungsi kecerunan, d% atau f(x) bagi suatu lengkung boleh ditentukan dengan melakukan
/'S

pembezaan terhadap persamaan lengkung v = fix). Sebaliknya, persamaan bagi suatu lengkung
boleh diperoleh daripada pengamiran fungsi kecerunannya. Secara amnya,

Diberi suatu fungsi kecerunan %—- = f'(x), maka persamaan lengkung

bagi fungsi itu ialah y = [£(0) d.

m@\‘; \

Kecerunan bagi suatu lengkung pada titik (x, v) ialah T‘?— = 1527 + dx - 3.
X

{a) Jika lengkung itu melalui titik (=1, 2), cari persamaan lengkung itu.
(b) Seterusnya, cari nilai y apabila x = 1.

Penyelesaian

=-.I

Nt ) (b) Apabilax=1,
(B it ke y= 5017 + 2017 = 3(1) + 2

Jadi, y = | (1552 + 4x - 3) dx y=6 .
::. o Lﬁ. LA Maka, y = 6 apabila.x = I.
Apabila x =<1 dan y = 2,
2=5-1"+2(-1-3(-) + ¢
c=2
Maka. persamaan lengkung itu ialah
yv=50+ 2% -3 4+ 2.

Lo o




1. Cari nilai pemalar pengamiran, ¢ bagi fungsi kecerunan yang berikut,
dt [

(a) % =4y -2, v="Tapabila v =-I| {h] ——=—fix — =, v=>6apabila x = —|
elx X

2, Dibeni % = 20x" — 6x? — 6 dan v = 2 apabila x = 1. Cari nilai v apabila x = %
dr

3, Cari persamdan lengkung bagi setiap fungsi kecerunan yang melalui titik berikut,
dy

(@) ;—ll_=9.1.':—2.tilik (1.6) (b) <2 = 10x - 2, ik (2, 13) o

(©) %: 245 - 5, itk (1, 1) d) ﬂ= 18x* + 10x, itik (=2, ~10) m
Latihan Formatit ‘€220
1. Cari kamiran tak tentu hagi setiap yang berikut.

1 5 I

a) Iidx (b) Iﬁdr (c) de: () j{———
2. Kamirkan setinp yang berikut terhadap x,

iy B (by St 20 ©) (5 - 6y ) e

Y5 —2x
. Diberi %- 10e+ £ 5+ dengan keadaan p ialah pemalar. Jukai—-:!ﬂi dan ¥ = 19 apahila
x =2, cari nilai p. ’im-rusnyﬂ cari nilai v apabila x = -2,

4. (o) lecn%-ch-' — 15x* + 6.dan vy = 20 apabila x = 3, cari nilai y apabila x = -2,
(b} Diberi -:?—r = 2x + 2 dan y = 2 apabila x = 2. Cani nilai-nilai x apabila vy = 6.

5, Rajah di sebelah menunjukkan suam lengkung vang melalui 3 "
titik A(1,-1). Diberi fungsi kecerunan bagi lengkung tersebut Fafin
inlah % = 3x? - R, cari persamaan bagi lengkung itu.

=7

6, Diberi I».nctrumn normal bagi suatu lengkung pada satu o

fitik mJah .Ilka lengkung itu melalui titik (2, 2), cari
A=)

persamain hngl Icngklmg tersebut.

7. Diberi fungsi kecerunan bagi suatu lengkung ialah ax + b, Kecerunan lengkung pada itk
(=2, 8) ialah =7 dan kecerunan lengkung pada titik (0, 6) ialah 5. Cari nilai a dan nilai b,
Seterusnya, can persamaan bagi lengkung tersehut,

8. Rajah di sebelah menunjukkan sebunh kereta vang dipandu o 2
di sebuah jalan raya yang lurus. Diberi fungsi perubahan A
sesaran bagi kereta tersebut ialah ‘j‘: Iy -2dans=8m n
apabila t = 1 s, Cari sesaran, dalam m, apabila r= 1 5,

w e




m Kamiran Tentu
Empangan Hidroelekirik Bakun di Sarawak
mempakan sehuah stesen jana kuasa hidroelekirik Y
terbesar di Malaysia. Bagaimanakah jurutera-jurutem
pembingan dapal memastikan empangan yang dibing
mempunyai cin-cin keselamatan vang baik?

Dengan mengaplikasikan Kamimn tentu,
Jurutera-jurutera dapat menentukan luas permukaan
dan isi padu air dalam kawasan mkungan empangan. L vl
Hal ini membolehkan mereka menentukan ketebalan
dinding empangan yang perlu dibina bagi menampung
tekanan air dalam akungan tersebut,

&; Nilai kamiran tentu bagi suatu fungsi algebra

Andn telah mempelajan bahawa kamiran @k tentn bagi suntu
fungsi fix) terhadap v ialah If1-"} v = px) + ¢, dengan keadaan
lx) ialah suatu fungsi v dan ¢ inlah pemalar.

Kamiran tentu bagi suatu fungsi fix) terhadap x antara nila
batasan x = a dengan x = b pula boleh ditlis sebagai:

I:ﬂ-ﬂdt-[_g_{xne]: l

= |glh) + ] = |gla) + €|
= g(b) - gla)

Cari nilai bagi setiap yang berikut.
() [ v () [ 357+ 20) dy

(@) [, 2 ax b [ @3t + 20 dr

&5 £-1 3 114

_[3]1 =[3'T1'+1T1' I

Spop ! F

=33 =|.1r 4-.1"'_1

=? = |4+ #] = [(-1) + (-1F]
\ =50 W,

oz

KM

—

Luas di bawakh suatu

lengkung boleh ditentukan

metalui pengamiran fungsi

lengkung itu, Bagl sustu

fungsl v = flak

{a) n tak tentu,
Slxkedy

Sudut Informasi

i

mmm@

Cari nilai bagi
{al _[ e

ib) r- Oty
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Can nilai bagi setiap yang berikut,

@ [ [‘1;—2[] d ) [} @v-35)ds

@ [} (= }rlt:] dy ) [* o5t

4 &y
-J, (- 35) -[5];
[ v - [ -5 _ae s
el -2
= [Z-20] - [§ 2] J12
=-2-(-3)
gl
_ 2 3

Apakah sifat-sifat bagi kamiran tentu? Untuk mengetahui dengan lebih lanjut, mari ikuti

penerokaan yang berikut,

Aktiviti Penerokaan O Berkumpulan (L&) s Qg

Tujuan: Mengenal pasti sifat-sifat bagi kamiran tentu

Langkah:

1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah.

2. Klik pada semua petak untuk memaparkan rantau bagi setiap kamiran

tentu itu,

3. Perhatikan rantau yang terbentuk dan catatkan nilai bagi setiap kamiran tentu itu pada

schelai kertas.

4. Kemudian, padankan setiap yang berikut dengan jawapan yang betul.

I 3xt dx )i)

o [lwa
o fiswe
@ [i 3w de+ [Loxas
o fiwa
o o

Lo



5. Buat satu kesimpulan umum secara deduktif bagi setiap hasil yang diperoleh,

6. Setiap kumpulan melantik seorang wakil untuk membuat pembentangan mengenai hasil
dapatan masing-masing di hadapan kelas.

7. Ahli daripada kumpulan yang lain boleh bertanyakan soalan kepada wakil kumpulan.

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 3, sifat-sifat bagi kamiran tentu adalah seperti berikut:

Bagi suatu fungsi f{x) dan gix),

@ [ s de=0

o) [ fo0 dv =~ [ fio de
ic) I : kf(x) dx = kj.: fix) dv, dengan keadaan k ialah pemalar

@) [* o) de+ [ f0 de= [ f(x) dx, dengan keadaan a < b < ¢
@ [* 1) = gl de=[" fo dv+ [ g0 de

B

@ [ feo de

@ [ feo d

) [ 170 + g0l d

(0 [ 1) + g0l d

7 e gt 5 i 3
Diberi [ fx) dv =4, [ f(x)dv=3 dan [ g(x) dv = 12. Cari

(@ | fx) dx

© [ fon) dx

!

i 3 ] 3 5
= —J‘I .ﬂ..l'} dx = J.l _ﬂﬂ' iy + J.I Blx) dx = II _ﬁ'ﬂ dx + .I._t f{l} dx
=4 =4+ 12 =43
. =16 - p
[ contoh ()] \
o ﬁ Sudut Informasi
Diberi [ f(x) dx = 12, cari nilai h jika [ [hf(x) - 3] dx = 51. ;
- ¥=fix)
.
I thfn - 31dx =51 kn
W[ fyde-[13de=51
125 - [3.1.']5 = 51 Jumlah luas rantau = Luas
: rantau K + Luas rantau i
12h = [3(5) |;JS(2::;: = ;: f'ﬂ.ﬂdx
1= = “
h=5 4 =" e+ [! fiayax |




Latihan Kendiri &2 e

1. Cari milai bagi setiap yang berikut.
() [}« dx o) [} L de © [} @+ 30 @

L3 1 ] il _. ) L] |
id) L {F—-lr] iy i) J.. [."I-.r—p\ ]fh (N J.‘ (.r-? dx
2, Cari nilai bagi setiap kamiran tentu yang berikut,

{a) _|'4 {—"'1 ; ) dx ® [ I[‘r":'—f} dx @ [ (Gt Hx-D 114{,-.- =2))
() j' (3x - 4P dx (e) jl {T:érﬂ' dv (M _[‘l ‘1 - dr
: Ald=s 23—

3. Diberi I:_."f.tmr = 3. cari nilai bagi setiap yang berikut.

@ [} feodx b [} L stxrar @ [ 1300 - 21 dx
4. Diberi [ fixydy =5 dan [ k(ydx = 7. Cari nilai bagi setiap yang berikut.

@ [ ) + ki)l dx ) [*frde= [ fmde @ [T 1) + 20 d

_Perkaitan antara had bagi hasil tambah luas segi empat tepat dengan luas
di bawah suatu lengkung

Aktiviti Penerokaan (PAR-21) (G (FR)

Tujuan: Meneroka perkaitan antara had bagi hasil tambah luas segi empat
tepat dengan luas di bawah suatu lenghung

Langkah:
1. Imbas kod QF atau layari pautan di schelah,
2. Katakan n jalah bilangan segi empat tepat di bawah suatu lengkung y = -x* + 6x.
3. Seret gelongsor # ke kiri dan ke kanan, Perhatikan luas rantau di bawah lengkung
¥ =-x" + 6x pada setiap nilai n yang berbeza.
4. Kemudian, salin dan lengkapkan jadual di bawah.

Berkumpulan

' Bilangan segi empat | Hasil tambah luas segi empat | Luas rantau di bawah
tepal, it tepat di bawah lenghung sehenar
1
2
E E
20

5. Bersama-sama ahli kumpulan, bincangkan perkaitan antara hasil tambah luas segi empat
tepat dengan luas rantau di bawah suatu lengkung.

6. Bentangkan hasil dapatan yang diperoleh di hadapan kelas,

w©r B Loz



Daripada Aktiviti Penerokaan 4, didapati bahawa apabila bilangan segi empat tepat di bawah
suatu lengkung v = f(x) bertambah, maka hasil tambah luas semua segi empat tepat di bawah
lengkung ity menghampiri luas rantau di bawah lengkung yang sebenar.

Perhatikan lengkung y = f{x) dalam rajah di
sebelah. Luas i bawah lengkung v = fix) antara
x=a dengan x = b it boleh dibahagikan kepada
it jalur segi empat tepat yang tipis. Apabila
bilangan jalur ini bertambah, maka lebar setiap
jalur ini semakin kecil.

Lebar setiap jalur segi empat tepat ini
h—a
no

ditulis sebagai dx, dengan keadaan & =

Didapati bahawa:
Luas jalur segi empat tepat, 6L = Panjang jalur segi empat tepat x Lebar jalur segi empat tepat

=y x dv
= ydr
) : ; PERBINCANGANIE
Luas n jalur segi empat tepat = 8L + 8L, + 8L, + ... + 8L PERB{HCANGAH :
> : ) + Luas di bawah suatu :
=Y & : lengkung dapat dikaitkan
o T : dengan had bagi hasil

B * tambah luas trapezium.

= ¥ ydx :
i=1 :
— ; ; : b
Apabila bilangan jalur segi empat tepat adalah cukup besar, iy dﬂ! | :
iaitu n — 2, maka & — 0. i ArAxAvArArAx
Secara amnya, : Berdasarkan perkaitan
: tersebut, bina rumus

: bagi | fl dx.

f
Luas di bawah lengkung = ﬁltmdn[2| ¥ dix

oy

@r‘ Luas suatu rantau

Luas rantau antara suatu lengkung dengan paksi-x

Rajah di sebelah menunjukkan rantau antara lengkung v = f{x)
dengan paksi-x yang dibatasi oleh garis x = & dan x = b, Rumus
bagi luas rantau L it diberi oleh:

ifra

Loeh
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Aktiviti Penerokaan

Berkumpulan mﬁ =T L‘E@

Tujuan: Menentukan luas suatu rantau yang berada di atas dan

di bawah paksi-x
Langkah: hh.l}u"."Fu-H-
1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah.
2. Perhatikan rantau di bawah lengkung y = -%.t-‘ vang terpapar pada satah.
3. Gerakkan titik a pada x = 0 dan titik b pada x = 5, )
4. Perhatikan kedudukan rantau yang terbentuk dan nilai bagi luas rantau itu.
5. Ulang langkah 3 dan 4 dengan mengubah titik a kepada x = -5 dan titik b kepada x = 0.

6. Catatkan nilai bagi kamiran tentu yang berikut berserta kedudukan rantaunya.
1.3 15
(a) J’:? dx [ L' dx
7. Bincangkan hasil dapatan kumpulan anda di hadapan kelas.

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 3, didapati bahawa;

A y=[fin)
Bagi suatu rantau yang dibatasi oleh suatu Milal kamiran
lengkung dan paksi-x, — adulah positif

* Jika rantau itu berada di bawah paksi-x, maka Nilal kiimiran =70 x
nilai bagi hasil kamiran adalah negatif. wdalah negaif

= Jlika rantau itu berada di atas paksi-x, maka |;
nilai bagi hasil kamiran adalah positif.

= Luas bagi kedua-dua rantau adalah positif.

Cari luas bagi setiap rantau berlorek yang berikut.
@ 3 : ®

Y= -0+ 5

=l
L

_ - o N7
3 ki eknotogs.

(a) Luas rantau = r yelx e
o nakan apl tomath
= r 2 dy untuk mencari kamiran bagi
* suatu fungsi.
[
3 Js
_ e} 2030
T3 3
= 126

Maka, luas rantau berlorek ialah 126 unit®,

L )




(b} Luas rantau
- [y

= [ = 6r+ 5) dr

¢

[

Suduat Informasi

Tanda negatif pada hasil
CIxt oAt 5 susatu kamiran hanya
= I"j' =t 5':]1 menunjukkan kedudukan
2 luas rantau yang berada
|5 6{5:' 5{5}' [ ' _ 62y +5(2) di bawah paksi-r. Oleh ity,
2 tanda negatif tersebut
== boleh diabaikan.
Maka, luas rantau berlorek ialah 9 unit®,
=
15
Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada lengkung i
= 2y? h

— fux. Cari luas bagi rantau yang berorek itu.

Katakan A mewakili rantau berlorek di bawah paksi-v dan B
mewakili rantau berlorek di atas paksi-v.

Luas rantau A = Jl:. v dx

= J'; (242 = 6x) d

= [E_ m: i
3
=9

Jadi, luas rantau A ialah 9 unit®.
Luas rantau 8 = _[: vy

= [* 2 - 6x) ax
=20 TaeR)s
R
-2 s0]--0]
=45

Jadi, luas rantau B ialah 45 unit®,
Maka, luas rantau berlorek = 9 + 45

y=2¢—fir

y=2r=ht

ot T

Luas rantau berlorek

1
=|L|‘.1r’—ﬁ.t‘]'dr|+‘|':{1t‘—ﬁ.ﬂd.r
=|-9]+45
=9 +45
= 54 unit!

= 54 unit®
[Lost)
EPrs
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Luas rantau antara suatu lengkung dengan paksi-y

Rajah di sebelah menunjukkan rantau antara lengkung x = giv) ¥

dengan paksi-v yang dibatasi oleh gans v = a dan v = b, Rumus &= gy
bagi luas rantau L it diber oleh: b
L
i
L= J" xdy >

Aktiviti Penerokaan o serkumpulan |(ZIET) Wsrew Y

Tujuan: Menentukan luas suatu rantau yang berada di sebelah kiri dan di
sebelah kanan paksi-y

Langkah:
1. Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah.
|

2. Perhatikan rantau di bawah lengkung x = 3" yang terpapar pada satah.
3. Gerakkan titik & pada y = 0 dan titik b pada y = 5.

4. Perhatikan kedudukan rantau yang terbentuk dan nyatakan sama ada nilai bagi luas rantau
itu adalah positif atau negatif,

5. Ulang langkah 3 dan 4 dengan mengubah titik a kepada y = -5 dan titik b kepada y = 0.
6. Kemudian, salin dan lengkapkan jadual di bawah.

[ Nilai kamiran Kedudukan rantau

“ ,: J'"!‘ dy
IR

7. Bersama-sama ahli kumpulan, bincangkan perkaitan antara tanda bagi nilai kamiran
dengan kedudukan rantaunya.

8. Bentangkan hasil dapatan kumpulan anda di hadapan kelas.

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 6, didapati bahawa: ¥
i=plvl A
Bagi suaty rantau yang dibatasi oleh suatu lengkung [ i i
dan paksi-v, addalah negitif
+ Jika rantau itu berada di sebelah kiri paksi-v, maka D x
nilai bagi hasil kamiran adalah negatif. Nill kamizan —l=
+ Jika rantau i berada di sebelah kanan paksi-y, akalah positil
maka nilai bagi hasil kamiran adalah positif.

* Luas bagi kedua-dua rantau adalah positf,



Cari luas bagi setiap rantau berlorek yang berikut.
(a) ib)

x==[(y+ I}y=13)

Penyelesaian

{a) Diberi y* = —x.
Jadi, x = =7,
4
Luas rantau = II xdy
=J.: = ey
= Eran b
===k
o o [ el o
L 3] [ 3
= =21

Maka, luas rantau berlorek ialah 21 unit®.

(b) Diberi x = —(y + 1)(y - 3).

Apabila x =0,
=y+ Niy=31=0
y=-=1 ataw y=3
Jadi, batas bagi rantau berlorek itu ialah ¥ = -1 dan y = 3.
Oleh itu,

Luas rantau = J"r xdy

= 'J‘_"I ={y + 1)y =3) dy

= J.-.: (= + 2y + 3) dy
= [_% + ZT‘F + 3}']

= [-%‘ +¥+ 3{3;1] = [-{—'-3_-13— + (=17 + 31:-11]

3
=1

- 3
=0 "3)
=32
]
Maka, luas rantau berlorek ialah -?'31 unit?,

) Bl Kalkulator

Mencari penyelesaian
dalam Contoh 16(a) dengan
menggunakan kalkulator
saintifik.
1. Tekan

[0 ) AeHA ) @

1k 4=
2. Skrin akan memaparkan

—x? gy
]:x =21
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==,
(17, N
Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada ¥
lengkung x = y(y — 2)(y — 5). Can luas bagi rantau r= Wy =2y —5)
yang berlorek itu,
Katakan A mewakili rantau berlorek di sebelah kanan v
paksi-v dan 8 mewakili rantau berlorek di sebelah i
kiri paksi-y.
Diberi x = y(y — 2)y —
Apabila x =10,
Viy-2Ky-51=0
y=0, y=2 aiau y=5
Jadi, batas bagi rantau A jalah y = 0 dan y = 2 dan batas
bagi rantau & ialah y = 2 dan y = 5.
Oleh itu,
Luas rantau A Luas rantau &
= [2 sty-21y-5) dy = [1 o -2 -5) dy
- I: (_'I-"" = ?_'F'! + "]'_!'] ﬂ"lr = J'j f_'f"‘ - '?-r! + “.h} d_'l-'
y! 3y 10 N EaC A il o
’[T'_"T]r. “[T"T*T:
272y ] 5+ NSy .
- |— 2 e 5 5 5
i + 5(2)° 7 3 + 3(5)
0 'h[m ,] [ 2 72y ]
[ +5(0) z_ 70, sep
=16_ =125 _ 16
3 12 3
=16 el
3 4
Jadi, luas rantau A ialah l,?- unit?, Jadi, luas rantau & ialah %1 units.
Luas rantau berlorek = E + %
- E
12
Maka, luas rantau berlorek ialah 233 umit,
: < 2

101



Luas rantau antara suatu lengkung dengan garis lurus

Rantau berlorek seperti yvang ditunjukkan dalam Rajah 3.1(a) ialah rantau antara lengkung

¥y = glx) dengan garis lurus y

fix) dari x = a hingga x = b

Luas bagi rantau berlorek itu adalah seperti berikut:

A A A
_: — y=fix) /’\ T ¥=fix}
¥=glx) : v=gix}
e e v A
Luas rantau berlorek Luas di bawah lengkung Luas di bawah garis
v =gix) ¥ =fix)
Rajah 3.1(a) Rajah 3.1{h) Rajah 3.1(c)
Maka,

Luas rantau berlorek = [ g(x) dx ~ [* () ax

= [" 1gtx) - fo)] @

Rantau berlorek dalam Rajah 3.2(a) pula menunjukkan rantau antara garis lurus v = fix)
dengan lengkung y = glx) dari x = a hingga y= b,

Luas bagi rantau berlorek itu adalah seperti berikut:

¥ s
A A A
¥ = glx) y=gln
f—¥=flx) f_ﬂ___- y=fix)
t t £ + # ol ——l—|—h—|
o a b o i i a a b

Luas rantan berlorek Luas di bawah garis Luas di bawah lengkung

y = fix) y = gix)

Rajah 3.2(a) Rajah 3.2(b) Rajah 32(c)

Maka,

Luas rantau berlorek = [ f(x) dv — [* g(0) dx
= [* 1) - gl dx

Loz



.z'_"u':_
18 ™
Dalam rajah di sebelah, lengkung y = =x* + 2x + 8 ¥
bersilang dengan garis lurus v = x + 2 pada titik (=2, 0) -
dan (3, 5). Cari luas bagi rantau yang berlorek. it "'._.t i
13, 5)
Luas rantau = [ (<x* + 20+ 8) dv - [ (x+2) dx N EWEERBINCINGANS
S B AR —-— E#ﬂkahWIaMwng :
J.:{ K+t 8-x-2)dx ¢ boleh digunakan untuk :
3 . i N
=J’ r{_x; +x+6) dy : ;'InenydesaukanCmmh 182
- : Bincangkan, :
I L
‘[ 3T *m]
o B i B G J L
=3+ 360 -5 +6(-2)]
=%unil=
\ J
Rajah di sebelah menunjukkan garis lurus v = %x + 6 yang
bersilang dengan lengkung v = l A%+ 3, Hitung luas rantau
berlorek yang dibatasi oleh gans lurus dan lengkung itu.
) I Luas rantau
y==x+3 .0 X
2 =j"I|I {%.rd—ﬁ) d.!:—f' {%.ﬁ+ 3} dlx
1 £ 'L
= 6 & L]
i = (Lrre)-(Le+3)a
Gantikan @ ke dalam €, o s
| | =I {--x-a-.r‘+3].r.[r
Sxla3=_x+6 A\E 2
2 2 B
%.'r*--%—x-l:[l LT T T
_[3_ 3 27 _ —2:-J
Por—6=0 = e +3i3}| l + 3= I}I
(x+2Ux-31=0 125 .
\ x=—2ataux=13 -|_1'm"!2 y

g{g

KIn



Luas rantan di antara dua lengkung

[ conion E1) )

Lengkung v = x* dan v = -{-; bersilang pada itk (0, 0) dan (1, 1). Cari luas bagi rantay di
antara dua lengkung itu.

Luas rantau =J.‘: e dt—_l: x*adx

=I;[.rli—x:}dr I.Ii‘:w
2% .h'? '
- T:Tn 4
£ o O -
-po-g)-pet-g *
=-]%-unil’
\ 7

3.'5—_-

1. Can luas bagi setiap rantau berlorek yang berikut,
@ () > ()

i _l‘ﬂ'%.t‘:
yelr=-r+1

2. Can luas bagi sctiap mntau berlorek yang berikut,
{al ih) v e}

y=-xr+ Ine -4 !
ym=2r+5 dy==g

3. (a) Jika lengkung v = —x' — x¥ menyilang lengkung v = —x — x* pada titik (-1, 0), (0, 0) dan
{1, =2), cari luas mntau di antam dua lengkung itu.
(b} Diberi bahawa lengkung ¥ = x* - 4x dan ¥ = 2v - x* bersilang pada dua titik. Cani luas
bagi mntau di antara dua lengkung i,

(Lesh o=
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&i. Perkaitan antara had bagi hasil tambah isi padu silinder dengan isi padu
janaan daripada kisaran suatu rantau

Aktiviti Penerokaan o Barkumpuian

Tujuan: Menentukan bentuk suatu bongkah apabila suatu rantau dikisarkan
sepenuhnya melalui 360° pada suatu paksi
Langkah:
1. Sediakan tiga buah tanglung kertas seperti yang ditunjukkan dalam
gambar di sebelah.
2. Ceraikan bahagian tanglung dan ambil bahagian yang paling besar.

3. Perhatikan setiap rantau berlorek dalam rajah di bawah. Kemudian, lukis setiap rantau itu
pada tiga tanglung kertas yang berbeza.
(a) (b)

v ¥

: : (c) "y
?IL' ﬂ; M‘r

4. Guntingkan ketiga-tiga tanglung kertas itu mengikut bentuk rantau yang dilukis.
5. Buka tanglung tersebut dan tampalkan kedua-dua permukaan yang bertemu.

6. Kemudian, perhatikan ketiga-tiga bongkah yang terbentuk. Apakah perkaitan antara setiap
bongkah tersebut dengan kisaran 360°%

Hasil daripada Aktiviti Penerokaan 7, didapati bahawa suatu bongkah kisaran akan dijana
apabila luas di bawah suatu raman dikisarkan sepenubnya melaln 360° pada suatu paksi.

Isi padu bongkah janaan yang terbentuk apabila suatu rantau berlorek diputarkan melalui
360° pada paksi-r dapat ditentukan dengan membahagikan bongkah tersebut kepada n silinder
mencancang dengan lebar dv, Perhatikan rajah vang berikut,

¥
A

y= i) yufix)
| ¥,
1 | » | 1 e

o) la | L&l =

¥
A

\/ dx

Apabila nilai 8 adalah kecil, maka isi padu bongkah yang dijana ialah jumlah isi padu bagi
semuan silinder itu.

Isi padu silinder, 8/, = Luas keratan rentas x Lebar silinder
=my, % dr
= my, M

> o)



Isi padu n silinder = & + &6, + 8 + ...+ &I .
e N : ﬁ Sudut Informasi
=X d ; 1
i=1 ' Nilal bagi isi padu janaan i
" adalah sentiasa positif. i
= ¥ myré 4

i=1
Apabila bilangan silinder adalah cukup besar, iaitu n — =,
maka dy — 0.
Secara amnya,

Isi padu bongkah janaan = had 3 xy? de = [ my d
| dr =l j= | L

Isi padu bongkah janaan yang terbentuk apabila suatu rantau berlorek diputarkan melalui
3607 pada paksi-v pula dapat ditentukan dengan menggunakan kaedah yang sama seperti isi padu
bongkah janaan apabila rantau berlorek diputarkan melalui 360° pada paksi-v. Bongkah tersebut
dibahagikan kepada n silinder mengufuk dengan tinggi dv. Perhatikan rajah yang berikut.

al
L #]

Apabila nilai dv adalah kecil, maka isi padu bongkah yang dijana ialah jumlah isi padu bagi
semua silinder itu.

Isi padu silinder, 8 = Luas keratan rentas x Tinggi silinder
= nx’ = dy
= nxtdy

Isi padu n silinder = &1 + &I, + &I, + ... + &l
i

za

i=1
n

z mltdy

i=1

Apabila bilangan silinder adalah cukup besar, iaitu n — =, maka dv — 0.

Secara amnya,

L i
1 — 2 —
. Isi padu bongkah janaan = %I’mdn .==E 1mr“ &= L it dy

[Losh [ 324 )

KM



Pengaminn

. Isi padu janaan bagi suatu rantau yang dikisarkan pada paksi-x
atau paksi-y

Isi padu janaan [ bagi suatu rantau di bawah suatu lengkung
¥ = flx) yang dibatasi oleh x = o dan & = b apabila dikisarkan
melalui 3607 pada paksi-x ialah;

1= nydx |

&

Cari isi padu janaan, dalam sebutan m, bagi rantau yang dibatasi oleh lengkung v = 2¢* + 3,
x=0dan x = 2 yang dikisarkan sepenuhnya pada paksi-x.

Isi padu janaan = J“ m ey R AT
= nf“ {2x% + 3 dx
=n [} @+ 12049 dr

=nlaﬂ'§-i+—l-%ﬁ+9‘.t]: 0| é -
=x [[MTEJ‘ +42) +92) - (%F +40) +90))|
= ?5%—::: unit?
s J

Isi padu janaan f bagi suatu rantau di bawah suatu lengkung
& = giv) yang dibatasi oleh y = a dan v = b apabila dikisarkan
melalui 360° pada paksi-v ialah:

: I-I::r.:zdy ‘

W,

2 3

Cari isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila rantau
berlorek dalam rajah di sebelah diputarkan melalui
360° pada paksi-v.

ot




o 1
Diberi v = =
Jadi, x =2

y

Y 4
Isi padu janaan = II nxt dy

-=[-3)-(-2]

= 27 unit!

LS

RODLEEREINCANGENE

: Apakah bentuk geometri
: yang akan terbentuk

: apabila rantau berlorek

: dalam setiap rajah

: di bawah dikisarkan

: sepenuhnya pada paksi-x?
Pl oy
A y=x

[ conion )
Dalam rajah di sebelah. lengkung v = %.:F bersilang
dengan garis lurus y = x pada titik @ dan A. Cari

(a) koordinat bagi titik A,
(b} isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila rantau

L |
Gantikan @ ke dalam €,
E"J:x
X =dx
F-dx=0
xMx=4)=10
x=0 atau x=4

(a) y=

H;_:l_

¥

Gantikan x = 4 ke dalam @, kita peroleh y = 4.
Maka, koordinat bagi titik A ialah (4, 4).

Lo

berlorek itu dikisarkan sepenuhnya pada paksi-x.




Pengamiran
() Katakan /, ialah isi padu janaan bagi ganis lures y = v dan £, ialah isi padu janaan bagi
lengkung v = —j-‘—.r‘ daripada x = 0 hingga x = 4,
L= J-: mx)? dx L= I: n{%x’]l dy
I=n J-: Xy

1=afs)]

L=xf' ﬁ.r‘r#

. L=l 5 16(3) I
n=al(5) - (5] o)
64 ""“[{ ] { ]
I === unit' 64
3 I, _?1 unit*
Maka, isi padu janaan =/, - [,
=53—4n—%n
=13%:|'|:unilJll

lﬂt“’l!l‘l Kﬂndlﬂ 3l? L

1. Cari isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila ramau berlorek dalam setiap rajah vang
berikut dikisarkan melalui 3607,

(a) Pada paksi-r. (b) Pada paksi-y.
¥ ¥
15
= h-2v

RN -

2, Hitung isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila rantau yang dibatasi oleh lengkung
¥ = —dx, v =0 dan v = 2 dikisarkan melalui 360° pada paksi-v.

A, Cari isi padu janaan, dalam sebutan . apabila rantau yang dibatasi oleh garis lurus
¥=5—ux, lengkung v = =x* + 4, paksi-x dan paksi-v dikisarkan sepenuhnya melalui paksi-x.

4. Dalam rajah di sebelah, lengkung v = 4 — v dan garis

lurus ¥ = x = 2 bersilang pada dua titik A dan 8. Cari

{a) koordinat bagi titik A,

(b} keoordinat bagi ntik &,

(c) isi padu janaan, dalam sebutan 7, apabila mntao
berlorek vang dibatasi oleh lengkung ¥ = 4 - x dan
garis lurus v = x — 2 itu diputarkan melalui 3607 i
pada paksi-y.

s )




Latihan Formatif 3.3 bl Iy 2 sl

1.

3

4

&

e

Can nilai bagi setiap yang berikut,
@ [ @-xtde by [ B0 t8 g o [ 200 - v

. (a) Diberi _[" f(x) drv =2 dan _r‘ (v} dx = 7. Cari nilai bagi _r: % Flx) dx + _|" 3g(x) d.

(b) Jika [ k(x) dbx = 10, cari nilai bagi [ [keo) - 3] dv + [ ko) di.

Diberi luas rantau di bawah lengkung v = x* + v = 5 vang dibatasi oleh garis x = | dan
x =4 ialah 281 unit®. Cari nilai bagi .

Rujah di sebelah menunjukkan lengkung v = x* dan
garis lurus v = 4. Suntu gans lurus dilukis melalui
titik A0, 2) dengan kecerunan =1 dan bertemu
dengan lengkung v = x? pada tink K. Can

{a) koordinat titk X,

{b) nisbah luas mntan P kepada luas antau 2,

. () Lakarkan graf bagi lengkung v = 6x 4 1%

(b} Cari persamaan tangen kepada lengkung v = 6x + &7 pada asalan dan pada titik dengan
keadaan v = 2,

() Diberi bahawa kedua-dua tmngen kepada lengkung itu bertemu pada titik A, can koordinat
titik A. Seterusnya, cari luas rantau yang dibatasi oleh garis-gans persamaan tangen dan
lengkung tersebut.

Cari isi padu janaan, dalam sebutan 7, bagi mntau yang dibatasi oleh lengkung v = 2% + 2,
garis lurus x = | dan x = 2 yang diputarkan melalui 360° pada paksi-v.

Rajah di sebelah menunjukkan lengkung v = 2% + 4 v
dan tangen kKepada lengkung it pada titik P11, 5). P
(a) Cari koordinat bagi titik .
(b) Hitng luas rantau berlorek.
() Cari isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila

P
rantau yang dibatasi oleh lengkung - Vi
v =x'+ 4, paksi-v dan garis lurus y = § o4 _
dikisarkan sepenuhnya pada paksi-y. SO s
. Rajah di sebelah menunjukkan lengkung ¥*= 6 - x dan % Sym@+ 2

garis lurus 3y = § + 2v vang bersilang pada ntik A, kil

(a) Cari koordinat bagi titik A. A
() Hitung luas rantan berlorek (2. e P
() Kira isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila / r \
luns rmntau berlorek £ diputarkan melalu 360° )
.-""r'-‘-’-"

pada paksi-x. S




m Aplikasi Pengamiran |

Pengaminn

Pengamiran merupakan satu daripada cabang dalam bidang kalkulus dan mempunyai banyak
aplikasi vang berguna dalam kehidupan seharian. Melalui pengamiran, kita dapat mencari luas

suatu rantau vang berbentuk lengkung, menentukan jarak yang dilalui oleh suatu objek daripada

fungsi halaju serta menyvelesaikan banyak masalah dalam bidang ekonomi, biologi dan statistk.

@ Menyelesaikan masalah yang melibatkan pengamiran

Rajah di sebelah menunjukkan keratan rentas bagi sebuah mangkuk
berbentuk parabola yang fungsinya boleh diwakili oleh v = ax®.

dan 2 ¢cm. Tunjukkan bahawa a = -1-]%- Seterusnya, can isi padu,
dalam sebutan m, bahagian dalaman mangkuk tersebut,

1. Memahami masalah

#+ Bentuk bahagian dalaman
mangkuk itu diwakili oleh y = ax?.

#+ Diameter mangkuk = 12 ¢m,

#+ Kedalaman mangkuk = 2 cm.

# Cari nilai @ bagi persamaan y = ax”,

# Cari isi padu janaan, dalam sebutan

. bahagian dalaman mangkuk itu,

persamaan y = ax’,
+ Gunakan rumus I“ mx? dy.

3 . Melaksanakan strategi

Diberi v = ax”.
Apabilax =6 dan vy =2,

1:{]‘{6}:
4 . Membuat reflaksi 2 = 36a
. |
[2x () dv = 36n s
S ool 2
S Jadi, y = —x*
I[EIH = 360 18
=18y

%.;-- %I = 3"%‘" Isi padu dalaman mangkuk

- J'; T(18y) dy

%:3& .
18y*72
d=% :'T{—--z-— a
= m|H2) — HOP|
= 361 cmy’

12 cm

Diameter dan kedalaman mangkuk itu masing-masing ialah 12 cm ‘\;—_.-,;'/IE it

2 . Merancang strategi

# Gantikan koordinat (6, 2) ke dalam

B

hm



[ Contoh L) o
Dalam satu kajian, didapati bahawa kadar pertambahan luas =
bagi koloni bakieria pada agar-agar makmal boleh diwakili
oleh fT‘;‘ = 2 + 3, dengan keadaan A ialah luas koloni

bakteria. dalam cm?, dan r ialah masa, dalam saat, apabila
bakteria dikulturkan pada agar-agar.

Diberi bahawa bilangan bakteria bagi setiap keluasan | em?
ialah 1 000 000 sel dan koloni bakteria mempunyai ketebalan
satu sel sahaja. Cari bilangan bakteria selepas 5 saal.

1. Memahami masalah

+ Kadar pertambahan luas bagi koloni
bakteria pada agar-agar makmal,
dA
dt

#+ Bilangan bakteria bagi keluasan
1 cm? = | 000 000 sel.

# Cari luas bagi koloni bakteria.

# Cari bilangan bakieria selepas

5 saat.

2 . Merancang strategi

# Gunakan rumus J.Z (21 + 5) d.

=2r+3. # Cari bilangan bakteria dengan
mendarabkan luas koloni bakteria

dengan bilangan sel per cm’,

3 . Melaksanakan strategi

Luas koloni bakteria selepas 5 saat

4 . Membuat refleksi = jl: (2t + 5) ot

Katakan u 1alah masa yang diperlukan = 2_+ & 5":
untuk menghasilkan 5 = 107 sel bakteria, e
u =1+ o
[ @+ 5) di] x 1000000 =5 x 10° [ 1 ] 1
22 o k1 = [(5 + 5(5)) — (07 + 5(0)]

15+ 50 =100 || =s0em’

5
(1]

!,2 + 5;]" = Sx 10 Bilangan bakteria = 50 = | 000 000
o 1000000 = 50 000 000
[{e + 5u) — 0] = 50 = 5% 107

W+ 5u =50
B+ Su=50=0 Maka, bilangan bakteria selepas
5 saat ialah 5 x 107 sel.

Dengan menggunakan kaedah

pemfaktoran, kita peroleh

(+ 10)u=5y=0
n=-=10atauu=35

Oleh sebab nilai ¥ mestilah positif,

maka u = 5 saat.




1. Rajah di sebelah menunjukkan keratan rentas bagi sebuah

Latihan Kendiri = ==

tudung saji rotan berbentuk parsbola yang boleh diwakili
oleh persamaan ¥ = —kv?, dengan keadaan v adalah tinggi.
dalam m, dan v ialah jejan, dalam m, mdung saji i,

ey e i
{a) Tunjukkan bahawa k 30"

(b} Cari isi padu, dalam sebutan m, bahagian dalaman tudung saji i,
. Kadar pemusulan nilai harga bagi sebuah kereta dalam masa setahun diben oleh

Sin= T W{m- 1), dengan keadaan A ialah nilai harga asal, dalam RM, kereta tersebut m

dan ¢ ialah bilangan ahun Kereta itn dibeli.

(a) Diberi harga asal bagi sebuash kereta jalah RM48 000, Cari nilai harga kercta it
selepas 7 tahun,

(b) Jika harga asal sebuah kereta ialah RMEE 500, cari peratus susutan nilai harga kereta
tersebut selepas 5 tahun.

Latihan Formatii 3.4

1. Sebuah Kilang menghasilkan minyak masak sawit. Didapati bahawa sebuah tangki minyak

vang berbentuk silinder di kilang tersebut mengalami kebocoran, Tinggi minyak dalam
tangki it berkurang dengan kadar 5 cmmin™' dan kadar perubahan isi padu minyak dalam

tangki terhadap tinggi minyak diben oleh ::': 3, =&, dengan keadann ¢ ialah masa,

dalam minit. Cari isi padu, dalam em’, minyak :.-'nng mengalir keluar daripada tangki it
selepas 0.5 jam,

2, Rajah di sebelah menunjukkan keratan rentas schuah penutup

mesin yang dihasilkan oleh mesin pencetak 3D. Penutup

itu diperbuat daripada sejenis bahan pencetak, iaitu filamen

plastik. Bahagian dalam dan bahagian luar penutup it I
K dem

masing-masing boleh diwakili olch v = —%x’ + 2.8 dan
¥= —ﬁx’ + 3. Anggarkan kos, dalam RM, filamen plastik
vang digunakan untuk menghasilkan 20 penutup yang sama
jika harga | em® filamen plastik jalah 7 sen.

3. Kadar penghasilan suam mesin di sebuah kilang diberi oleh i_.’{'_ = Sﬂ[I + 25}!] dengan

keadaan K ialah bilangan mesin yang dihasilkan dan ¢ ialah 'bd]..mgan mmggu mesin tersebut
dalam tempoh pengeluaran. Cari

(@) hilangan mesin yang dihasilkan selepas 5 mhun,

(b} bilangan mesin yang dihasilkon pada whun ke-6.

i 1)
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PENGAMIRAN J

l

Proses songsangan kepada pembezaan J

I

J
Kamiran tak tentu

1
. Im"dx:ix_: 1 +c.nz-l

|
Kamiran tentu
o [ p de = [g) +. ¢’ = 2tb) - gta)

o [ £ gl dy = [ f0) dx = [g0x) ax o [ ax=0

{ax + by'*!

* I{{Lr+b]"‘k= aln+ 1)

+o,n2-1 - I:ﬂx}it=—ﬂf{.r}dx

Persamaan lengkung

|
s : dy _ |
Diberi suatu fungsi kecerunan =5 £, |
maka persamaan lengkung bagi fungsi itu |

i

ialah y = If'[I] dr.

o [" kfor de = k" fny ax
o [ reyde= [ fooyde+ [ fex) ax

Isi padu janaan Luas di bawah lengkung
¥
Isi padu janaan Y=Y Luas rantau L)
e
=| mydy =| ydx
j =
Isi padu jansan Luas rantau L,
- _|" e dy 1 j" X dy




6 Penulisan Jurnal '

Isaae Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz merupakan dua orang ahli matematik yang
terkenal dengan sumbangan mercka dalam bidang kalkolus, Namon, kedua-dog wkoh ini
terlibat dalam satu perbalahan intelekiual yang dikenali sehagai Kontroversi Kalkulus,

Buat satu kajion tentang sumbangan tokoh-tokoh ini dalam bidang kalkulus dan punca
berlakunya kontroversi tersebut. Berdasarkan hasil dapatan anda, siapakah tokoh pertama
yang mencipta kalkulus? Persembahkan hasil dapatan ands dalam satu folio grafik R
yang menarik -

@ Latihan | Sumatif
| e

1. Cari kamiran tak tentu bagi setiap vang berikut. il

; ; 2

(a) ,I-""{-"' = 2)x + 3) dx (b !m ir
2. Dibeni bahawa mm—ﬁ; dy =alix =2+ c. mH

{a) Cari nilai bagi a dan n.

(b) Dengan menggunakan nilai o yvang diperoleh di (a). can nilai bagi II {3.-:' g dy.

. el — Ry —
3. Diberi y : JE‘;—::}_ tunjukkan bahawa j—: = %,ﬂ Seterusnya, can nilai bagi
4 320 ~-Bx - 9)
[ =B

4. Suaw lengkung mempunyai fungsi kecerunan (x) = 2¢* + 5x — r, dengan Keadaan r ialah
a suatu pemalar. Jika lengkung tersebut melalui titk (1, 14) dan (=2, =16), cari nilai ». WE

5. Diberi [ f0) dy = 4 dan [ g(x) dx =3, cari wH
() nilai bagi _r:,ﬂx:l dy — _r:_.l":xh dr,
(b) nilai v jika rﬂ.l::l dr +J" leix) + x] dy = 19,

6. Diberi “'V = 107 + 3, dengan V ialah isi padu, dalam cm’, suatu objek dan 7 ialah masa,

“ dalam s. Apul:ulsl =2, s padu objek tersebut inlah 24 cm’. Can isi padu, dalam cm’, objek
tersebut apabila r= 5. mf

7. Dalam majah di sebelah, garis lurus 3y = 40— 13

¥

-13
menyilang lengkung 2v* = x — 2 pada titik K. Cari wH 'l; < it
(a) koordinat titik K, il '

(b) luas mntan berorek, /

KM



8, Rajah di sebelah menunjukkan lengkung -
f g {RM)
ﬁ permintaan pengguna, dix) = (x — 4§ dan lengkung srhm e 2r e d
penawaran pengeluar, six) = 3% + 2 + 4. f
Rantau M mewakili lebihan pengguna dan rantau N
mewakili lebihan pengeluar. Titik # pula dikenali
sehagai titik keseimbangan antara permintaan
pengguna dengan penawaran pengeluar. Cari 1rE
(a) utik kescimbangan F,
() lebihan pengguna pada titik keseimbangan £,
{c) lebihan pengeluar pada titik Keseimbangan P,

Rajah di sehelah menunjukkan sebahagian daripada
“ lengkung 4x = 4 — ! vang menyilang garis lurus
3y = I8 + 2v pada titik P. wE
{a) Can koordinat bagi titik P.
(b) Hitung luas mntan berlorek A.
{c) Cari isi padu janaan, dalam sebutan m, apabila
rantau berlorek B diputarkan melalui 360°
pada paksi-x.

10. Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada
ﬂ lengkung ¥ + x* = 4 dan garis tangen PR pada titik
(1. 3). Cari wH

(a) koordinat bagi ik £, 8 dan §,

(b} luas rantau berlorek,

{c) isi padu jansan, dalam sebumn T, apabila mnmo
yang dibatasi oleh lengkung v + 2° = 4, paksi-y dan 7] | l"| ga:"' %
garis lurus yang selan dengan paksi-x dan melalui
titik € diputarkan melalui 360° pada paksi-y.

11. Diberi suatu lengkung dengan fungsi kecerunan ((x) = pa® + 6, dengan keadaan p ialah
ﬂ pemalar. Jika y = 24x — 30 ialah persamaan tangen kepada lengkung tersebut pada
titik (2, g), cari nilai p dan . wE

flr) ={x=4F

= Binantiti {unit)

poud

3 P
¥+r=d4

£ (N3

%

12. Rajah di sebelah menunjukkan lengkung v =x + 28
g yang bersilang dengan lengkung ¥ = 1* — 4 pada itik
Ki=3, 5. mB
{a) Hitung luas mntau P,
(b) Cari isi padu janaan, dalam sebutan 7, apabila
rantau @ diputarkan melalui 360° pada paksi-y.

13, Rajah di sebelah menunjukkan sebahagian daripada

."I

@M lengkung y = 2¢* = 3x + ¢ dan garis lurus x = 5. Wi x=3
{a) Cari nilai ¢ dan koordinat bagi titik A, yalr-lo+e
{b) Hitung luas rantan berlorek.
(c) Cari isi padu Kisaran, dalam sebutan m, apabila #(5, 33)

rantau vang dibatasi oleh lengkung v =2 = 3x + ¢ _
dan paksi-r diputarkan melalui 180 pada paksi-r. [7] ‘I\H/‘A s x

o




14. Rajah di sebelah menunjukkan keratan rentas sebuah bekas
yang mempunyal permukaan dalaman berbentuk parabola e

-~ dan penutup vang rata. Permukaan dalam bekas itn boleh
diwakili oleh y = ax*. Cari jisim beras, dalam kg, vang i em
haoleh disimpan dalam bekas tersebut jika penutup bekas
itu dipasang dengan rapi.
|Ketumpatan beras = 1.182 glem’| wg

15. Encik Razak bercadang untuk membina sebuah kolam renang di kediamannya, Diberi

“ bahawa kedalaman kolam renang tersebut ialah 1.2 m dan sekata pada seluruh kolam, wg

]
1]

1 i Vi i i i ii i 1 i i 1]
1l u 1] 1] 1] i i u u 1]

i

I

il

i

(a) Diberi kadar pengisian air ke dalam kolam renang itu jalah :;‘TI'.-’ = 3r* + 14i. dengan

keadaan V ialah isi padu air, dalam m’, dan ¢ jalah masa, dalam jam. Encik Razak
mengambil masa 5 jam untuk mengisi air ke dalam kolam renang i, Can isi padu,
dalam m’*, air di dalam kolam renang itu.

(b} Encik Rozak ingin mengecal dasar kolam renang it dengan cal berwarna biru. Kos
untuk mengecat ialah RM3 per m?, Jika Encik Razak memperuntukkan RMI1 000 untuk
kos mengecat, adakah beliau dapat mengecat keseluruhan dasar kolam renang itu?
Berikan sebab.

b b A R A A A A M A M e

EKSPLORASI R 1S

Imbas kod QR atau layari pautan di sebelah untuk lampiran
Kerja Projek vang lengkap.

Pengenalan

Emas merupakan sejenis logam berwarna
kuning yang digunakan sebagal mata wang

dan mempunyai pengaruh yang besar terhadap
kehidupan manusia. Sifar fizikal emas vang
berkilat dan tidak teroksida walaupun di dalam
air telah menyebabkan barang perhiasan yang
diperbuat daripada emas menjadi kegemaran
ramai. Emas juga digunakan dalam pelbagai
industri lain seperti industri pembuatan
komputer, alat komunikasi, kapal angkasa, enjin
pesawat jet, kapal terbang dan beberapa hasil
pengeluaran vang lain. Harga emas pula sentiasa
berubah mengikut masa.

Refleksi
Melalui projek vang telah dijalankan, apakah perkara yang telah anda pelajari?
Bagaimanakah anda dapat mengaplikasikan pengetahuan tentang pengamiran
dalam kehidupan seharian? Berikan ulasan anda dalam bentuk lembaran
pengurusan grafik yang menarik.
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